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Izvleéek Diplomsko delo obravnava relativnostne vplive na GPS opazovanja. Na zacetku
sta na kratko predstavljeni posebna in splo$na teorija relativnosti. V poglavju posebne rel-
ativnosti sta predstavljena pojma Lorentzove transformacije in lastnega ¢asa. V poglavju o
splosni relativnosti sta definirana in na kratko predstavljena pojma tenzorja in mnogoterosti,
v nadaljevanju pa Se slavne Einsteinove enacbe polja ter oris fizikalnega ozadja teh enach.
Sledi podrobna izpeljava enacb za Dopplerjev pojav in lastni ¢as v Schwartzschildovi metriki,
ki jih nato uporabim na relaciji satelit-sprejemnik, kjer se sprejemnik nahaja na geoidu. V
nadaljevanju si ogledamo postopke sinhronizacije ur, ki so bistveni pri vzpostavitvi koordi-
natnega casa. Zadnje poglavje vse dotedanje ugotovitve uporabi pri obravnavi kodnih in
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Poglavje 1

Uvod

GPS je ena redkih tehnologij, katere delovanje je tako moc¢no vezano na geometrijo prostor-
casa. Celoten sistem namre¢ temelji na izredno natancnih atomskih urah in kot bomo
videli (Ashby,2003[7]) so vplivi kot jih predvideva splo$na relativnost ogromni v primerjavi
s stabilnostjo teh ur. Ravno to pa je Se toliko vecji motiv, da se natancno preuci te posledice,
ker po eni strani s tem izboljsamo natanc¢nost sistema, po drugi strani pa boljSe razumevanje
predmeta lahko privede do raznih novih dognanj ali aplikacij sistema (npr. dolo¢itev ploskve

geoida s pomodjo ur,...).



Poglavje 2

Posebna teorija relativnosti (SR)

2.1 Inercialni koordinatni sistemi

Koordinatni sistem v SR sestavlja prostorski koordinatni sistem z mnozico ur. V vsaki
tocki prostora se nahaja ura in vse ure so med seboj sinhronizirane, torej kazejo enak cas.
Vsakemu dogodku priredimo 4 koordinate; ¢as in kraj. Mnozico vseh dogodkov imenujemo

prostor-cas.

Koordinatni sistem je inercialen, ¢e ni pospesen in je dovolj dale¢ od velikih teles. Inercialni

sistemi se torej eden glede na drugega gibljejo s konstantno hitrostjo ali pa mirujejo.
Osnovna nacela SR:

e Svetlobna hitrost je enaka ¢ v vseh inercialnih koordinatnih sistemih

e Fizikalni zakoni imajo v vseh inercialnih koordinatnih sistemih enako obliko.

e Homogenost ¢asa in homogenost in izotropnost prostora.

Drugo nacelo lahko izrazimo Se na druge nacine, kot npr. vsi inercialni sistemi so enakovredni,

ni absolutnega koordinatnega sistema glede na katerega bi se fizikalni zakoni nanagali. De-

2
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jstvo, da morajo imeti fizikalni zakoni enako obliko, pa pomeni da imajo enac¢be s katerimi

izrazamo te zakone enako obliko.

2.2 Lorentzova transfomacija

Lorentzova transformacija nam omogoca opis dogodkov iz razli¢nih inercialnih koordinatnih

sistemov. Transformacija po obliki spominja na Galilejevo transformacijo.

Poleg zasukov in translacij je zelo pogosta transformacija med koordinatnima sistemoma,
ki se eden glede na drugega gibljeta s konstantno hitrostjo pri ¢emer ostanejo koordinatne

osi med seboj vzporedne.

Naj bosta S in S’ inercialna koordinatna sistema. Dogodke v S ozna¢imo z (ct,7) ter z
(ct', 7 ) v §'. 5" naj se giblje enakomerno v smeri hitrostnega vektorja ¢'in ob éasut =t =0
naj izhodis¢i koordinatnih sistemov sovpadata. V tem primeru se Lorentzova transformacija

glasi(Goldstein,2003(5]):

' = H(t—[F-7)
L TP
G-
c
1
v = =

V veliko primerih se da problem poenostaviti tako, da se S’ giblje v smeri osi x sistema S.

V tem primeru se Lorentzova tranformacija poenostavi v:

ct’ = et —yBx
¥ = —yBct+x
y =y

z = Z
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Prostor-cas je 4-dimenzionalen prostor na katerem je definiran tudi pojem razdalje med posamezn-
imi dogodki. Kvadrat razdalje med bliznjima dogodkoma raéunamo po formuli ds? = Z” L Mijdrtdad.
Koli¢ini 7 pravimo lastni Cas, pri ¢emer velja dr = %. Kolicini 7;; pravimo tudi metricni tenzor

in je oblike:

1 0 0 0

0 -1 0 0
n="mn; =

0O 0 -1 0

0 0 0 -1

Pojem Lorentzove transformacije je dejansko 8irsi od zgoraj omenjenega, Lorentzovo trans-
formacijo definiramo kot transformacijo glede na katero je izraz ds? invarianten. To pomeni,
da je vrednost izraza po tranformaciji enaka kot pred njo, pa tudi da v novih koordinatah

. . o .. . ; . -/
izraz izraCunamo po isti formuli, le #* nadomestimo z z".

To pa pravzaprav pomeni, da je koli¢ina 7;; v vseh koordinatnih sistemih enaka. Ce so u
nove koordinate in je x = Lu, kjer je L linearna transformacija, potem L ohranja 7, ¢e je

izpolnjena zahteva n = LTnL.

Z drugimi besedami, lahko re¢emo da 7;; karakterizira inercialnost koordinatnega sistema.
Zaradi zahteve, ki jo mora izpolnjevati transformacija L, je oCitno, da je transformirani

koordinatni sistem spet inercialen.

Gibanje materialnega delca v prostor-¢asu opisemo s krivuljo z*(¢), kjer je ¢ nek parameter.

Lastni ¢as delca kaze ura, ki se giblje skupaj z delcem, izrac¢unamo pa ga po formuli:

1 /¢ dxt dxﬂ
T= ° /0 ZUU dc¢’ dC/

Izraz po korenom ni nikoli negativen, ker hitrost materialnega delca ne more preseci svet-

lobne hitrosti.
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2.3 Dopplerjev pojav

Dopplerjev pojav je odgovoren za razliko v opazovani frekvenci (valovni dolzini) elektromag-
netnega valovanja, v odvisnosti od relativne hitrosti oddajnika in sprejemika. Elektromag-
netno valovanje si lahko mislimo kot serijo svetlobnih sunkov, ki si sledijo v enakomernih
¢asovnih intervalih. Le ti so obratnosorazmerni s frekvenco valovanja. Lahko si mislimo, da
vir miruje v izhodis¢u koordinatnega sistema in oddaja te sunke svetlobe. Sprejemnik pa

naj se giblje npr. v smeri osi x s hitrostjo v.

Ce hotemo izracunati vpliv Dopplerjevega efekta moramo torej izracunati ¢asovne presledke
lastnega Casa v katerih sprejmnik prejema signal. Dogodka, ki jih moramo dobiti sta torej
preseka tira sprejmnika z dvema zaporednima svetlobnima stozcema sunkov svetlobe. Lastni

¢asovni razmik potem dobimo po formuli %. Dobimo:

ct+uv
No= A

c—v
, c—v
Vo= v




Poglavje 3

Splos$na teorija relativnosti (GR)

3.1 Tenzorji

Vecina enacb v splosni relativnosti je izrazena v tenzorski obliki. Neformalno je tenzor
koli¢ina, ki jo lahko izrazimo kot polje Stevil, pri ¢emer vsako Stevilo lahko oznacimo z
ustreznim Stevilom indeksov. Npr. Tfllljlk, si lahko predstavljamo kot k + [ dimenzionalno

matriko. Da je doloc¢ena koli¢ina res tenzor, pa mora izpolnjevati Se dolocene pogoje pri

prehodu iz enega koordinatnega sistema v drugega.

Dogovor o sestevanju pravi, da v primeru da se v doloCenem izrazu nek indeks ponovi, je

potrebno po tem indeksu seStevati pri cemer sumacijskega znaka ne pisemo.

Naj bodo z* stare koordinate, u’ nove koordinate ter znana naj bo preslikava(transformacija)
z = z(u). Izrac¢unamo lahko Jacobijevo matriko te preslikave dz'/du’. Da bo koli¢ina T
tenzor mora izpolnjevati spodnji pogoj:
i Oz Ox Quhr  Ou's i
qviil Quin Oyl Ot Oxik I

Primeri tenzorjev so npr. 7;;, matrike, ...
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3.2 Mnogoterosti

Prostor-¢as je v GR 4-dimenzionalna mnogoterost, torej posebne vrste topoloski prostor, ki
je lokalno podoben R*. Npr. v primeru dveh dimenzij 2-sfera ni enaka R? niti je ne moremo
homeomorfno (bijektivno in zvezno) preslikati na ravnino. Ker je sama mnogoterost lokalno
podobna R*, lahko dogodkom na mnogoterosti priredimo koordinate, preprosto identifici-

ramo ustrezna dela mnogoterosti in R*.

Naslednji korak je, da na mnogoterosti definiramo metri¢ni tenzor g;;. Metri¢ni tenzor je
(0,2) simetri¢ni tenzor. V prvi vrsti nam g¢;; pomaga izraCunati lastni ¢as, izra¢un gre po

isti poti kot v SR:

ds® = g;dr'da’
ds

v €

Druga pomembna informacija, ki jo nosi metri¢ni tenzor je ta, da pove vse o ukrivljenosti
mnogoterosti. Pravzaprav to informacijo vsebuje Riemannov tenzor ukrivljenosti B3 5, ki

ga izracunamo preko g;; po naslednjem postopku:

1
= 59”(@‘%1 + Okg1; — O19jk)

km* 1j lm

Enostavno je po zgornjih formulah preveriti, da Riemannov tenzor ukrivljenosti kakrsnekoli
gladke krivulje enak 0, torej Riemannov tenzor res meri nekaksno notranjo ukrivljenost

mnogoterosti. Za nadaljevanje je potrebnih Se nekaj kolicin:

mn

e Riccijev tenzor: R;; = Ry,

e Riccijev skalar: R = g R;;

e LDinsteinov tenzor: G;; = R;; — %Rgij
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Geodetske krivulje Na ukrivljenih mnogoterostih je potrebno navaden parcialni odvod
tenzorskega polja zamenjati s t.i. kovariantnim odvodom. Navaden parcialni odvod namrec,
ze od zaCetka privzame, da imajo koordinate tudi metri¢en pomen, kar pa ni nujno res (to

informacijo pridobimo iz g;;):
V.V =0,V + TV

Naj bo z%()\) neka krivulja. Potem pravimo, da je tenzorsko polje vzdolz krivulje konstantno,

D H1---Po dl‘a
V1...1]

Za tenzorsko polje, ki izpolnjuje zgornji pogoj pravimo, da smo ga vzdolz krivulje vzporedno

¢e velja:

premaknili. Geodetsko krivuljo definiramo kot krivuljo, ki vzporedno premika svoj tangentni

vektor, torej velja:
d?at , da? da?

D2 e Ay

Pri tem je A nek parameter s katerim je krivulja parametrizirana. Za reSitev te enacbe

potrebujemo 8 zac¢etnih pogojev; 4 zacetne polozaje in 4 zac¢etne hitrosti. Narava parametra
s katerim bo krivulja parametrizirana je odvisna od zacetnih hitrosti, torej bodisi bo to lastni
¢as bodisi bo krivulja opisala svetlobni zarek ..., saj se izraz gp,2°z” vzdolz geodetske

krivulje ne spreminja.

(Poglavji o tenzorjih in mnogoterostih sta povzeti po Landau et al.,1985[6] in Carrol,2006(8].)

3.3 Gravitacija

V splosni relativnosti gravitacije ne obravnavamo kot sile ampak kot ukrivljenost prostor-
Casa. Prisotnost masivnih teles spremeni metriko prostor-c¢asa, namesto navadne Minkowski
metrike dobimo neko bolj komplicirano metriko. Gravitacija ima kar nekaj skupnih znacil-
nosti s sistemskimi silami (centrifugalna sila), torej silami, ki se pojavijo po transformaciji

v neinercialni koordinatni sistem. Po transformaciji v neinercialni koordinatni sistem ravno
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tako spremenimo metriko prostor-casa. Vendar obstaja bistvena razlika, kajti prostor-cas je
v primeru neinercialnega koordinatnega sistema Se vedno raven (Riemannov tenzor ukrivl-
jenosti je enak 0), medtem ko v primeru gravitacije ni ve¢. Ta podobnost med gravitacijo
in pospesenimi koordinatnimi sistemi, torej da ima pospeSen koordinatni sistem podoben

ucinek kot gravitacija, pa da t.i. nacelo ekvivalence, ki ga lahko izrazimo na ve¢ nacinov:

e Gravitacijska masa je enaka vztrajnostni masi.

e V mnorzico inercialnih koordinatnih sistemov pristejemo tudi prostopadajoce koordi-

natne sisteme

e Ce je v SR veljalo, da lahko vsak inercalni opazovalec zase trdi da miruje in se vse
ostalo giblje glede na njega, moramo v GR ta princip nekoliko popraviti. Zdaj velja,
vsak opazovalec lahko zase trdi, da miruje in se vse ostalo giblje glede nanj, ¢e v svojo

okolico vsteje primerno gravitacijsko polje.

Fizikalni zakoni so vsekakor neodvisni od koordinatnega sistema v katerem opiSemo neko
dogajanje. Npr. gibanje nekega telesa je lahko videti zelo razli¢no iz razliénih koordinatnih
sistemov, vendar ¢e vemo kako sta koordinatna sistema povezana (s katero transformacijo)
lahko vidimo gre za isto gibanje. V primeru Newtonove mehanike (v standardni formu-
laciji) se od enega koordinatnega sistema do drugega lahko spreminja tudi dinamiéni zakon
(potrebno je upostevati sistemske sile). V splosni relativnosti se tem tezavam izognemo
tako, da zagotovimo, da je vsaka enacba, ki opisuje nek fizikalni zakon, zapisana v tenzorski
obliki, npr. \I/lﬁ = 0. Ker je leva stran enacbe tenzor in se transformira v skladu z opisa-
nimi pravili je potem vedno enaka (. Torej enacha velja v vsakem koordinatnem sistemu.
Pravilnost enacbe pa lahko preverimo tako, da transformiramo v prostopadajo¢ koordinatni

sistem, kjer po principu ekvivalence (lokalno) veljajo zakoni posebne relativnosti.

Einsteinove enacbe Ce je ® Newtonov gravitacijski potencial ter p gostota snovi v neki

tocki, potem velja enacba A® = 47Gp. V GR se na komponente metricnega tenzorja g;;
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gleda kot na gravitacijske potenciale, gostoto snovi pa nadomestimo z tenzorjem energije-
impulza T;;. Podobna naj bi bila tudi oblika enacb, torej nek parcialni diferencialni operator
2. reda naj bi deloval na g¢;; vse skupaj pa naj bi bilo sorazmerno 7;;. Tako dobimo

Einsteinove enacbe (v dveh enakovrednih oblikah ter za vakuum):

1
Gi]’ = Rij — §Rg” = 87TGT'Z‘]'
1 1
Tij—5T9i5 = =1
779 i SWGRJ
Rij =0

Nekako bi lahko rekli, da je ukrivljenost v neki tocki sorazmerna s stanjem snovi v okolici
te tocke, oz. s tenzorjem T;;, katerega komponente merijo pretoke snovi in energije skozi

majhno obmocje, ki je okolica te tocke.

3.3.1 Schwartzschildova metrika

Schwartzschildovo metriko dobimo v primeru, da nas zanima gravitacijsko polje zunaj telesa
s sferi¢no simetri¢no razporeditvijo mas. Polje dobimo kot resitev enacb R;; = 0 z upoStevan-
jem sferi¢ne simetrije. Resitev predstavimo v sferi¢nih koordinatah(Landau et al.,1985[6]):

2 2 -
ds? = (1 - Gm) dt? — (1 - Gm) dr? — r2(d6? + sin? 0d6?)

c2r c2r

m ... masa telesa, G ...gravitacijska konstanta



Poglavje 4

Prostor-c¢as v okolici Zemlje

4.1 Posebna relativnost

V posebni relativnosti je prostor-¢as raven, metrika je dana z izrazom (kartezi¢ne ali sferi¢ne

koordinate)

ds® = cdt* — (da* + dy® + d2?) (4.1)

ds® = cdt* — (dr® + r*(dv? + sin® 9dp?)) (4.2)

4.1.1 Vpliv na tek ur

Delec (oz. satelit) naj se v nekem trenutku giblje s hitrostjo . Za dovolj majhen ¢asovni
interval dt je ta hitrost priblizno konstantna, torej se delec premakne za vdt v prostoru in za
dt po ¢asu. Zanima nas koliko lastnega casa je medtem preteklo delcu. Po zgoraj navedeni

formuli dobimo

cdr* = dt* — vudt? (4.3)
dr? = df? (1 - Z—f) (4.4)
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o
N ct. N

Slika 4.1: Dopplerjev pojav v primeru mirujoc¢ega oddajnika

Torej na koncu dobimo Ze znan izraz

dt v?
dr=—=~|(1—— | dt 4.
Ty ( 202) (45)

Cim se delec giblje z neko hitrostjo lastni ¢as mineva pocasneje od t.i. koordinatnega casa.

4.1.2 Dopplerjev pojav

Formula za Dopplerjev pojav je bila sicer Ze zapisana, vendar pa le ta velja le za premocrtno

gibanje medtem ko se sateliti lahko eden glede na drugega gibljejo v poljubnih smereh.

Potrebnih bo tudi nekaj poenostavitev:

e Hitrosti oddajnika in sprejemnika ne bosta preveliki v primerjavi s svetlobno hitrostjo.

e Elektromagnetno valovanje ki ga oddaja oddajnik bomo predstavili kot serijo svetlob-

nih sunkov, ki si sledijo tako na gosto, da ravno ustrezajo frekvenci valovanja.

e Svetlobni sunki se v resnici po prostoru Sirijo kot krogle, zato bo veljaja predpostavka,
da je bodisi oddaljenost med oddajnikom in sprejemnikom bodisi frekvenca valovanja

tako velika, da valovanje obravnavamo kot ravno v smeri zveznice oddajnik - sprejem-

nik.
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Najprej obravnavamo primer, ko oddajnik miruje v izbranem inercialnem sistemu. Potrebno
je izraCunati lastni Cas sprejemnika, ki pretece med dvema zaporednima prejetima sunkoma

svetlobe.

Pri tem je £y, nihajni ¢as signala N pa je enotski vektor v smeri oddajanja oz. sprejemanja
signala. Iz slike 4.1 je razvidno, da velja zveza cty + NTAL = cAt, kjer je At koordinatni
casovni razmik v katerem sprejemnik sprejme dva zaporedna sunka. Le ta v zvezi z lastnim

¢asom sprejemnika At = y7y. Na koncu dobimo:

T0 1

D (4.6)
“ )
Ce upostevamo, da velja vy = % in \g = cty, dobimo zvezi med sprejeto in oddano frekvenco

in valovno dolZino:

V primeru, da vstavimo N# = v dobimo Dopplerjev pojav za premoc¢rtno gibanje.

Ostane Se primer, ko se gibljeta tako oddajnik (v7) in sprejemnik (v3). Razmik med svet-
lobnimi frontami ni ve¢ ¢ty ampak (¢ — N 01)to torej bodisi vecji ali manjsi odvisno od smeri
gibanja oddajnika. Podobno kot prej (slika 4.2) velja ¢cAt = (¢ — Nuj)tg + NusAt. Po

preoblikovanju dobimo:

At 124
—_— = (4.9)
tO 1— Nvs
Nazadnje upostevamo Se, da je tg = y17 in At = 57 in dobimo:
1 — N
K (4.10)
Nva

T1 71—

71 je nihajni ¢as valovanja, ki ga oddajnik oddaja (ne ty). Z enakimi substitucijami kot prej

dobimo Se formule za frekvenco in valovno dolzino.
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@
N M @Vl)to
, (c-Nv1)t, ’Nl
Vi Vi .

Slika 4.2: Dopplerjev pojav v primeru gibajo¢ega oddajnika

Pri zgornji formuli je zanimivo, da v primeru ko je Nv; =0, Ny = 0 in 07 = —03 dobimo,
da je razmerje med sprejeto in oddano frekvenco enako 1. To je v navideznem nasprotju s
prejsnjo situacijo, ko je oddajnik miroval, pa smo kljub N# = 0 dobili razmerje razlicno od

1. O¢itno v obeh situacijah ne gre za isti vektor N.

o Bolj podroben pogled v izpeljavo formul za Dopplerjev pojav razkrije kaj je vektor N. Pomem-
bna sta dva dogodka, dogodek oddaje signala ter dogodek sprejema signala. Ta dva dogodka
dolocata 4-dimenzionalni vektor v prostor-casu. Za N vzamemo krajevni del tega Eetverca (ki

ga Se normiramo).

Najprej nas zanima kdaj ni Dopplerjevega pojava v primeru mirujoCega oddajnika. Ocitno mora
veljati v(1 — N#/¢) = 1 oziroma N7 = ¢(1 — %) Od tu dobimo takoj potrebni pogoj N7 > 0,
ali z drugimi besedami, sprejemnik mora dohitevati valove, ki jih oddaja oddajnik.

V primeru ko se tako oddajnik in sprejemnik gibljeta in je Nv; =0, Noy =0in 7 := 0] = —vy
izberemo koordinatni sistem tako, da ustreza oddaji signala dogodek (0, (0,0,0)) ter dogodku
sprejema signala dogodek (d, (d,0,0)). Pri tem je d oddaljenost med tocko oddaje in sprejema

signala ter hkrati tudi d = cAt, kjer je At Cas potovanja signala. Iz zgornjih formul se vidi, da

v tem primeru ni Dopplerjevega efekta.

Ker lahko na celotno situacijo gledamo tudi iz koordinatnega sistema v katerem oddajnik miruje,
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N=(1,0,0) Sprejemnik

-V

Oddajnik

Slika 4.3: Oddajnik in sprejemnik se gibljeta (ni Dopplerjevega pojava)

M Sprejemnik

Oddajnik .
~=-2V

Slika 4.4: Opisani pojav gledano iz koordinatnega sistema v katerem oddajnik miruje (spet

ni Dopplerjevega pojava)

se najprej zdi da bo v tem primeru prislo do Dopplerjevega efekta, saj ima v tem sistemu spre-
jemnik skoraj dvakrat vecjo hitrost. V resnici pa je v tem primeru potrebno uporabiti drug vektor
N’. Le tega pa dobimo tako, da oba dogodka s pomo&jo Lorentzove transformacije izrazimo
v sistemu v katerem oddajnik miruje. Hitrost sprejemnika znasa v/ = ﬁ transformirani
vektor N pa je N’ = (1, —0v,0). Zdaj lahko zopet uporabimo formulo za mirujo¢i oddajnik in
dobimo pravilni rezultat, torej da ni Dopplerjevega pojava. Ze brez racunanja se takoj vidi, da

je izpolnjen potrebni pogoj N'#" > 0.
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4.2 Splosna relativnost

V tem primeru bo prostor-¢as opremljen s Schwartzschildovo metriko:

2G'm dr? )

m je masa Zemlje, GG gravitacijska konstanta ter c¢ svetlobna hirtost. Pri tem je potrebno

2G'm
o2

omeniti, da znasa koli¢ina priblizno 9mm. Torej, ¢e bi celotno Zemljo stlacili v kroglico
s polmerom ~ 9mm bi postala ¢rna luknja. Dejstvo, da gre za zelo majhno koli¢ino bo

omogocilo, da bodo formule nekoliko bolj enostavne.

Schwartzschildova metrika pa Se ni v obliki, ki bi bila najbolj primerna za takojsnjo uporabo.
Zato bomo najprej metriko transformirali v t.i. sferi¢no izotropno metriko. Hocemo obliko
metrike pri kateri bo krajevni del oblike F(r)(dr? + r(d¥? + sin® 9dp?)), torej evklidski
diferencial dolzine pomnozen z nekim faktorjem. Zdi se, da bi bilo dovolj transformirati le

r koordinato.

V ta namen postavimo r = A(p)p, kjer je A(p) neka (neznana) funkcija (nove) koordinate

p. Torej je dr = (A'p + A)dp. Ce to vstavimo v krajevni del Schwartzschildove metrike

dobimo:
A A)2dp?
% A2 A% + . ) (4.11)
c2Ap

Ce ta izraz primerjamo s tistim, ki ga ho¢emo dobiti pridemo do zakljucka:

(A'p+ A)?
c2Ap

To nam da naslednjo zvezo A?p*+2AA p+ A? = A% — % oziroma A’2p2+2AA’p+% =

0. Zdaj je potrebno to diferencialno enacbo Se resiti.

2.2 .. .
27—2Gmz - ()¢itno lahko korenimo

c2p

Z novo funkcijo z := Ap in 2’ = A’p + A dobimo 2? =

ter vzamemo kar pozitivni del.
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Z nadaljno uvedbo novih funkcij u = cz — GTm in w = &= prevedemo enacbo v w' = —w;_l
dw
———— = cosh'w 4.13
/ vw? —1 (4.13)
d
Y~ Dy (4.14)
P

Zamenjamo nazaj vse substitucije, ki smo jih naredili in dobimo A(p) = £2(D + % + DLPQ).

Iz pogoja p — 0o = A — 1 dobimo D = %

Rezultat: )
2Gm
A(p) = (1 + 402p) (4.15)
[zotropna metrika je torej:
1— 2G2m 2 2Gm 4
ds? = | —22 | 2 — (1 + ) dp? + p?(d¥* + sin® 9dp? 4.16
<1 + 245’277; ) 4C2p ( ( )) ( )

Za poenostavitev zgornjega izraza upostevamo, da za x ~ 0 velja (L‘r—i)Q ~ 1 — 4z ter

(1+2)* &~ 1+ 4z in dobimo (p < r):

2 2
ds? = (1= 29 pgp (14 29™ (dr® +r* (d9* 4 sin® ¥dp?)) (4.17)
c2r c2r
Oziroma za potencial V = —GTm dobimo:
2V 2V .
ds* = (1 + 0—2) Adt* — (1 — F) (dr® + 7% (d9” + sin® 9dp?) ) (4.18)

4.2.1 Vpliv na tek ur

dr2 412 (dﬂ2 +sin2 ﬂdap2)
at?

Zgornjo enacbo delimo z c2dt?, upostevamo ds = cdr ter definiramo v? :=

za hitrost delca.

Dobimo:

L Y - (4.19)

l
-
|
|

(4.20)
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Tako dobimo zvezo med lastnim in koordinatnim ¢asom za delec, ki se giblje s hitrostjo v:
V 2

dr = (1 + 55— ”—) dt (4.21)
c c

Lastni ¢as gibajocega delca ocitno vedno tece pocasneje od koordinatnega casa.

4.2.2 Dopplerjev pojav

V tem primeru vzamemo kar formulo za Dopplerjev pojav v ravnem prostoru, le za lastna

¢asa vstavimo drugacne vrednosti. Torej imamo:

dt, 1- 20
T =15 (4.22)

o

Indeks 1 se nanasa na oddajnik, 2 pa na sprejemnik.

Upostevamo da je dm = (1 + % — %) dt; in dry = <1 + ¥ _ %) dts. Ce ta izraza vs-

c2

tavimo v zgornjo enacbo, potem po preureditvi in delni poenostavitvi dobimo:

i

d 2Vy — 2Vy 402 — o3 1- N4
2 (1+ 2 21;”’1 ”2)- c (4.23)

Ter podobno za frekvenco:

Vs 2V) — 2V + 03 — v} 1— N
— =11 . — 4.24
” ( + 52 4 (4.24)

e ‘

Pri tem je 14 lastna frekvenca, ki jo oddaja oddajnik, v, pa frekvenca, ki jo izmeri sprejemnik.

Formula, ki smo jo dobili je pravzaprav le malenkostno modificirana formula, ki je veljala
za raven prostor. Gotovo pa velja, da je ta formula aproksimacija to¢ne formule, ki pa bi jo

(¢e bi jo) le s tezavo dobili. Vseeno pa bi poskusal priblizno oceniti zanesljivost te formule.

Zaradi enostavnosti bi se omejil na primer mirujocega oddajnika. V primeru ravnega pros-

tora je veljalo, da je razdalja med dvema zaporednima svetlobnima frontama enaka ctg, kjer
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-
o

Slika 4.5: Sirjenje svetlobnih signalov v sferi¢no izotropni metriki

je bil ty nihajni ¢as, oziroma koli¢ina obratno sorazmerna s frekvenco valovanja. Ta razdalja
je bila hkrati prava ter tudi koordinatna razdalja in se je ohranjala tekom celotnega poto-
vanja signala. V primeru splosne relativnosti se (vsaj) koordinatna razdalja prav gotovo
ne bo ohranjala, saj koordinate lahko poljubno izbiramo in same po sebi ne nosijo kaksne
informacije o metriki. Ce bomo torej lahko koordinatno razdaljo med dvema zaporednima
svetlobnima frontama zapisali kot ctg + € za € ~ 0, bomo to vzeli kot argument, da je
priblizna formula dovolj natan¢na.

V ta namen najprej pogledamo kako se Siri signal v majhni okolici neke tocke. Tocka naj

Qf;”, z ¥ = 90° pa se

ima koordinate (ct, g, ¢, = 90°), pri ¢emer sta t in ¢ poljubna, ry >

omejimo na 2 prostorski dimenziji.

Izotropno metriko lahko zapisemo tudi v obliki

2GM 2GM
ds? = (1 — ) Adt? — (1 + ) dl?

c2r c2r

kjer je dl evklidski diferencial dolzine. Za svetlobni signal potem dobimo

_ 2GM

2 2 2 742

c2r

Izberemo nek kratek dt in pogledamo kako se Siri signal iz tocke ryo. Na zacetku se signal

siri kot krogla. V naslednjem trenutku je pa Ze potrebno upostevati (v zgornji formuli), da
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je potrebno vzeti razlicne r za razlicne smeri Sirjenja signala. V radialni smeri, za primer
oddaljevanja signala od izhodis¢a, moramo vzeti vecji r kot v smeri priblizevanja izhodis¢u.
V smeri pravokotno na radialno smer pa lahko vzamemo, da se r ne spreminja (v dovolj

majhni okolici).

Ko to upostevamo vidimo, da pri fiksnem dt signal najhitreje napreduje v radialni smeri
oddaljevanja izhodiscu, najpocCasneje pa v smeri priblizevanja. éirjenje v pravokotni smeri
(kot tudi v vseh ostalih smereh) je vies med tema skrajnostima. éirjenje priblizno podaja

slika 4.5.

V nadaljevanju bi zato pogledali Sirjenje svetlobe samo v radialni smeri. Malo bolj enostavno

gre v Schwartzschildovi metriki, kjer za svetlobni signal dobimo:

2GM dr?
1— Adt* = ———
( c2r ) (1-— QCGQJ;/[ )
oziroma
dr
cdt = =0 " aamry

Plus uporabimo v primeru, ko gledamo tisti del signala, ki se oddaljuje od izhodis¢a, minus

pa za tisti del ki se mu priblizuje.

Zgornjo enacbo integriramo:

d 2GM
Ct_‘_D:/Cdt:j:/(l%]W):iri B ln(CQT—2GM)
e ¢

Konstanto D dolo¢imo tako, da bo veljalo ¢t = cty < r = ry. Rezultat je:

2GM — M
ct =cto £ (r—rg) + ln<r y

c? To — Qng

Zdaj pa vzamemo dva svetlobna bliska, oba izsevana iz koordinate ry ter v (koordinatnem)
¢asovnem razmiku ty. Gledamo lahko samo del, ko se signala oddaljujeta od izhodisca. Po

nekem casu ¢ pride prvi blisk do koordinate ry, drugi pa do ry in velja r; > ry. Imamo

2oCGM i _ 2GM
ct = (r1 —ro) + —5 1n<1 252M

C o —
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A
ct

et g

. ——
g Zgi\/l ctot+e€ r

Slika 4.6: Dva svetlobna bliska izsevana v ¢asovnem razmiku

in

2GM ry — 2GM
ct = Cto + (7"2 — T()) + 2 In ( 2 252]\4
ro — 225

Enacbi odstejemo in po preureditvi dobimo

2GM | [r — M 2GM . ('
Tl—TQZCtO— In %Cto——2 In| —
c

c ro — 2§2M T2

Dodatno priblizno velja r; = ry 4 cto, nakar dobimo:

2GM Cto QGMtO
ry — 19 = ctg — In{l+—) =cty —

c? o cro
Velikost zadnjega ¢lena ocenimo kot 26Mi — 2GM o 26M “1iep jo R polmer Zemlje,
cro cravg cRovo

vy = 10°Hz, torej najmanjsa frekvenca, ki se uporablja v GPS (C/A koda). Dobimo

2GM . 16
Rovg 107°m.

Torej je razlika med koordinatno razdaljo ;1 — ry in cty, torej razdaljo, ki jo uporabimo

pri izpeljavi enacb Dopplerjevega pojava res (v primeru Zemlje) zanemarljivo majhna, saj
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bi moral sprejemnik meriti ¢as z natancnostjo boljso od 10~ '%s, da bi zaznal tako majhno

razdaljo.

4.3 Tirnice satelitov

Za potrebe analize relativisticnih vplivov na GPS, torej vpliv na tek ur in Dopplerjev pojav,
se izkaze, da je dovolj dober priblizek, ¢e vzamemo za tirnice satelitov elipse, oziroma gibanje
satelita v teznostnem polju, ki ga ustvarja tockasto telo - Zemlja. Bolj natan¢na obravnava
uposteva (med drugim) tudi splos¢enost Zemlje, ki povzro¢i precesijo ravnine v kateri lezi
tir satelita in s tem veliko odstopanje od elipti¢nih tirnic. Vendar je ta vpliv velik le za
satelite, ki imajo zelo nizko tirnico. TeZnostni potencial, ki ga povzroca splos¢enost je
obratno sorazmeren s kubikom razdalje in ima zato na vigini GPS satelitov Ze zelo majhen

vpliv.

Potrebno je torej le poiskati tirnico satelita, ki bo dala informacijo o polozaju in hitrosti,

kar bomo nato upostevali v Ze izpeljanih splosnih enacbah.

Satelit se giblje pod vplivom potenciala V (r) = —GTM, kjer je G gravitacijska konstanta,
M pa masa Zemlje. Ker je polje potencialno in sila teze centralna, si lahko pomagamo z
dvema ohranitvenima zakonoma, ohranitev energije Ej in vrtilne koli¢ine Ly(na enoto mase
satelita).

1, GM

5/0 . EO (425)

n

7 x 7= Ly (4.26)

Problema se lotimo v polarnih koordinatah, pri ¢emer je Zemlja v izhodis¢u, ravnina pa je
orientirana tako, da se ujema s tirnico gibanja satelita. Postavimo 7 = r(cos(f),sin(6)) in

dobimo v? = 72 + 1262, ohranitvena zakona pa (7% + r26%) — GM = Ey in 720 = Ly.
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4

Slika 4.7: Tir satelita

Hodemo tir oblike = (). Od tu 7 = 7’6 ter nazadnje

L /
or —1 (4.27)
7"2\/2 <E0 +CGM _ 2%%)
Enacbo lahko integriramo in kot rezultat dobimo:
L2
r(0) 0 (4.28)

~ GM + \/(GM)? + 2E,L2 cos () — 6,)
Potem ko ustrezne koli¢ine identificiramo z veliko polosjo elipse a in ekscentriciteto e zadnjo

ena¢bo zapisemo kot (Goldstein,2002(5]):

a(l —e?)

ro) = 1+ ecos(f — 6y)

Zdaj izberemo Se polozaj ravnine tira satelita in s tem je polozaj satelita dolocen. Kljub
temu, da zgornje enacbe ne povedo kako se polozaj satelita spreminja s casom, pa lahko
dolo¢imo hitrost satelita, ko se ta nahaja na dolo¢enem polozaju.

GM _ _GM
ro 2a

pri Gemer je Ey = -S4 Od tu

Iz ohranitve celotne energije dobimo %02 - o

hitro dobimo zvezo med koordinatnim ¢asom in lastnim ¢asom na satelitu(Ashby,2003(7])

dr — (1= 36m 26m (1 1Y) g (4.29)
2ac? c? a T
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Modificirame formule za tek ur in Dopplerjev pojav, ki jih ho¢emo dobiti bodo odrazale
odnos med satelitom in sprejemnikom. Za sprejemnik bomo vzeli nek delec, ki se nahaja
na zemeljski povrsini in glede na Zemljo miruje oziroma se zelo pocasi giblje. Kljub temu
pa se zaradi rotacije Zemlje glede na izbrani (inercialni sistem, ¢e zanemarimo teznost)

koordinatni sistem giblje z dokaj veliko hitrostjo.
V enacbi za metriko

ds* = (1+2V/?) Fdt* — (1 —2V/c®) (dr® + r* (d9? + sin® 9dp?))
smo uporabili za potencial V' = —GTm. Izkaze pa se, da lahko za potencial V' vzamemo kar
tocno obliko gravitacijskega potenciala za Zemljo, torej V = —GTm < —Jy ( ) Py(cos ) +
Za delec (uro), ki miruje na zemeljski povrsini velja, da ima glede na koordinatni sistem
hitrost v = wrsind, oziroma v? = w22sin®y. Ce to vstavimo v enacbo, ki podaja zvezo

med lastnim in koordinatnim ¢asom

VP
dr = ———|dt 4.30
’ ( * c? 202) (430)
dobimo
V 29
dr = <1 + 5 W sin ) dt (4.31)
Iz zgornje enacbe je razvidno, da je koli¢ina V — —w27" sin? ¥ ravno teZnostni potencial

Zemlje, torej vsota gravitacijskega in centrifugalnega potenciala. Ce se zdaj omejimo na
ure, ki se nahajajo na geoidu, pridemo do presenetljivega dejstva, da vse ure na geoidu
tecejo enako hitro, saj je geoid ravno ploskev kjer je teznostni potencial konstanten. Na

geoidu velja V — Jw?r?sin* 9 = @ in tako dobimo zvezo

dr = ( %) dt (4.32)

Koné¢no dobimo $e formulo za Dopplerjev pojav v primeru satelita in opazovalca, ki miruje

na zemeljski povrsini (oz. geoidu). Indeks 1 se nanasa na oddajnik, 2 pa na sprejemnik.

Vs 2Gm (1 1 3Gm  d 1- Y%
2 _ (1 —__ ) = _— S 4.33
121 ( - c? (a 7“) (2@02 * 02)) 1 — Noi (4.33)
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éas, ki ga kazejo ure na geoidu je v bistvu ¢as, ki ga dojemamo na Zemlji in ki ga merijo

(npr.) atomske ure. Zato bi bilo dobro vedeti kako naj te ure med seboj sinhroniziramo.

4.4 Sinhronizacija

V inercialnem koordinatnem sistemu si lahko pomagamo z Einsteinovo sinhronizacijo ali
pa s pomocjo prenosljivih ur. Iz poznane razdalje med urama in konstantne svetlobne
hitrosti lahko izracunamo popravke ur, ki jih umerjamo glede na dano uro. V primeru, da
ne poznamo razdalje je postopek slede¢. V tocki A naj bo referencna ura, v tocki B pa
ura, ki jo hofemo sinhronizirati z uro v A (ura v A naj kaze kar koordinatni ¢as). Iz B
posljemo svetlobni signal, ki potuje do A in nato nazaj v B. Povratni signal naj tudi vsebuje
informacijo o stanju ure v A v trenutku odboja t4. Izmerimo tudi ¢asovni presledek med

oddajo in sprejetjem signala v B dt. Naslednja dogodka sta so¢asna:

e Dogodek v B s ¢asovno koordinato ravno na polovici med oddajo in sprejemom signala.

e Dogodek, ko v A prispe signal iz B.

V primeru prenosljive ure naj bo s razdalja, v pa hitrost ure. Potem velja, da ura, ki smo
jo prestavili preko te razdalje z dano hitrostjo zaostaja za dt = 2(1 — %) casa. Kot kaze
slika 4.8 lahko ta zaostanek poljubno zmanjsamo, ¢e je le hitrost ure dovolj majhna (kljub

temu da je ¢as potovanja vedno daljsi).

V primeru Zemlje imamo opravka z gibajo¢imi urami ali pa z neinercialnim koordinatnim
sistemom, Ce si mislimo koordinatni sistem, ki rotira skupaj z Zemljo. V tem sistemu ure
sicer mirujejo, vendar pa uporaba Einsteinove sinhronizacije (ki jo uporabimo) pomeni, da

se vseh ur ne bo dalo sinhronizirati.

Najprej si pogledamo kako razsirimo pojem razdalje in so¢asnosti na poljubne koordinatne

sisteme. Prostor-Cas naj bo dolofen z metri¢nim tenzorjem g¢;; oz. ds* = g;;da‘da?, pri
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Premikanje ure na konstantni razdalji
08 z razli¢nimi hitrostmi

(Razlika med pravim
dt[s] 0,5 in lastnim ¢asom)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
1000(v/c)

Slika 4.8: Prenos Casa s pomoc¢jo prenosne ure

¢emer na bo z° ¢asovna (¢asu podobna) koordinata, * (o = 1,2,3) pa poljubne krajevne

koordinate.

Lastni ¢as Ogledamo si dva bliznja dogodka, ki imata iste krajevne koordinate. Torej

dz® = 0 in dobimo ds? = ggodx’. Ker je ds = cdt nazadnje dobimo

1
dr = —\/goodz’
c

Prava razdalja Pravo razdaljo definiramo na naslednji na¢in. Vzamemo dve bliznji tocki
Ain B. Iz B posvetimo proti A in potem izmerimo lastni ¢as (v B) med oddajo in prihodom

signala nazaj v B. Ta ¢as pomnoZen s ¢ proglasimo za razdaljo med tockama A in B.
Naj bo A =2z%in B = 2“ 4+ dx®. Iz B posvetimo proti A. Velja
ds® = 0 = goo(da®)? + 2goada’dz® + gosdax®da”

To enacbo razresimo na dx® in dobimo

1
dr® = % <—90ad$a - \/(9%905 — go0gap) dxadxa) (4.34)
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x"A -
} dz,
dx“ 3
A B R

Slika 4.9: Prava razdalja med tockama

1

A0 — g_ <—90ad$a + \/(QOago,@ — 009as) dﬂ?adma)
00

Koordinatni ¢as med oddajo in sprejemom signala v B je torej dz*® —dz". To pomnozimo
zZ %, /Goo, da dobimo lastni ¢as, nato pa Se z §, da dobimo razdaljo. Rezultat je (Landau et
al.,19856])

dI? = (—gag + 22299 130y
oo

a,=1,2,3

Od tu se vidi, da prava razdalja ni nujno najbolj nazoren pojem, saj se lahko spreminja, ¢e

s0 gi; odvisni od ¢asa oz. koordinate z° (npr. merjenje gravitacijskih valov).

Ocitno je tudi, da prave razdalje ne bi dobili, ¢e bi v enac¢bi za metriko preprosto vzeli

dx® = 0. Ta nacin se izide le, ¢e velja goo = 0.

Socasni dogodki Socasne dogodke definiramo podobno kot v primeru inercialnih koor-
dinatnih sistemov. Vzamemo bliznji toc¢ki A in B. Iz B posljemo signal, ki potuje do A in

nato nazaj do B. Za socCasna proglasimo naslednja dogodka:
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Socasna dogodka

dx“

A B

Ay

Slika 4.10: Socasna dogodka (koordinatni ¢as dogodkov se ne ujema)

e V A prispe signal, ¢asovna koordinata naj bo z°.

e Dogodek na kraju B, ki ima casovno koordinato ravno na polovici med oddajo in

sprejemom signala.

Glede na zgornjo definicijo lahko zaklju¢imo, socasna sta dogodka (2°, z%) in (2% + 620, 2% +

dx®). Pri tem je (Landau et al.,1985[6])

1 o
oz’ = —(dxo(l) + dx0(2)) = —gidxa
2 goo

Torej so¢asni dogodki nimajo nujno enake 2° koordinate. To se zgodi le v primeru, da velja
Joa = 0.
S pomodjo zgornje formule lahko poiséemo danemu dogodku socasne dogodke le v (infinitez-

imalno) majhni okolici danega dogodka. Problem nastane, ko skusamo to obmodje razsiriti.

Najprej obravnavamo primer, ko skusamo danemu dogodku A poiskati soc¢asne dogodke,

ki bodo (krajevno gledano, vkljuéno z A) lezali na neki odprti krivulji 7 = 7(\) (A nek
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A
ol
X
dx’ dr, < dz,
x° o o
P
Solasna dogodka ~

R3
A B
Slika 4.11: Soc¢asna dogodka v primeru metrike za katero je goo, = 0

parameter). Casovno koordinato tocke #(\) dobimo kot 2% + Az?, kjer je

A = — / oo g — — /: Poer(¢)dg

oo o 900

Problem se pojavi v primeru sklenjene krivulje, ko dobimo
Az = — 74 Do gy = — 7{ Do 4(¢)d¢
goo A Joo
V splosnem za zadnji izraz dobimo koli¢ino razlicno od ni¢. To pa pomeni, da po tem ko
zacnemo v toc¢ki A in obhodimo celotno krivuljo, ugotovimo, da bi moral biti dogodek A

socasen z dogodkom, ki se je zgodil v isti tocki kot A, le ob drugem casu.

V primeru, da gg, = 0 zgoraj opisanega problema ni in danemu dogodku so socasni vsi

dogodki z enako ¢asovno koordinato.

Sinhronizacija ur Socasni dogodki so nam v pomo¢ pri sinhronizaciji ur. Namen je

vzpostaviti mrezo ur po prostoru, ki bodo "kazale"enak ¢as. Na prvi pogled se to zdi tezko,
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saj vemo, da v splosnem lastni ¢as tece razlicno hitro v razliénih tockah prostora. Zato je
ze takoj jasno, da bo potrebno izbrati neko referen¢no uro, ki bo kazala njen (npr. lastni)

Cas, Cas ostalih ur pa ustrezno popravljati.

V primeru inercialnega koordinatnega sistema je sinhronizacija ur prakti¢no isto kot iskanje
socasnih dogodkov. Ce ob nekem ¢asu v mnozici so¢asnih dogodkov nastavimo vse ure na
isto vrednost, te ure ostanejo sinhronizirane, ko pogledamo to mnozico od nekem drugem

c¢asu.

V splognem primeru, izberemo referenc¢no uro v tocki A. V trenutku 2° dolo¢imo dogodku
A socasne dogodke na neki odprti krivulji. Vrednost ur teh socasnih dogodkov nastavimo
na vrednost, ki jo kaze ura v A. Tek teh ur je zdaj potrebno prilagajati njihovemu polozaju
glede na A. S tem dosezemo, da kadarkoli spet dolo¢imo soc¢asne dogodke k A, res vse ure

v tej mnozici kazejo enak odcitek casa.

Podobno kot prej se pojavi problem sinhronizacije ur na sklenjeni krivulji, saj po obhodu
krivulje ura v A ne more biti sinhronizirana sama s sabo (ne more kazati dva razli¢na casa

hkrati).

V primeru, da je gy, = 0 pa lahko sinhroniziramo vse ure po prostoru, oziroma delu prostora,

ki ga pokriva izbran koordinatni sistem.

Pomembna je tudi ugotovitev, da moznost sinhronizacije ali nesinhronizacije ur ni lastnost
prostor-casa ampak izbranega koordinatnega sistema, saj je npr. pri izbiri rotirajocega koor-
dinatnega sistema popolna sinhronizacija nemogoca, ¢e pa transformiramo nazaj v inercialni

sistem pa lahko sinhroniziramo vse ure.

4.4.1 Sinhronizacija ur na Zemlji

Metriko
2 2
ds® = (1 + C—‘;) (cdt)? — (1 — C—‘;) (dr* 4 r? (d9* + sin® 9dp?))
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transformiramo v koordinatni sistem, ki se rotira skupaj z Zemljo preko t =t', r =1/, ¢ =

in ¢ = ¢ + wt’. Dobimo (brez znaka " );
2 ind > 2wr? sin® 0 2
ds® = (1 + —V — (ﬂ) ) (cdt)Q—%dwcdt— (1 — 0—‘2/) (dr2 + 72 (d192 + sin? 19d<,02))

Od tu vidimo, da je g, = —M # 0 zato popolna sinhronizacija ur (v zgoraj opisanem
smislu) ni mogoc¢a. V posebnem tudi ni mogoce sinhronizirati ur na geoidu. Se vedno pa
velja, da vse ure na geoidu tecejo enako hitro (dr = (1+ ®y/c?)dt). S transformacijo

t' = (14 ®y/c*)t dobimo metriko v kateri je koordinatni ¢as ¢ ravno lastni ¢as ur na geoidu

2P — By)

c2

ds* = (1 + ) (cdt)? — Mdgpcdt— (1 - 26—‘2/) (dr® + 7% (d9” + sin® 9dp?))

(4.35)
Ker ur na geoidu ne moremo sinhronizirati, je dogovor tak, da so ure sinhronizirane tako,
da kazejo enak cas kadar je casovna koordinata konstantna, oziroma, da kazejo koordinatni
cas. Torej nekako tako, kot da bi jih sinhronizirali v nerotirajocem sistemu. Postopek je
torej priblizno tak; izbrano uro najprej sinhroniziramo glede na referenc¢no (po obic¢ajnem
postopku). Uri zdaj kaZeta enak odcitek ¢asa ob razlicnih koordinatnih ¢asih, zato tek
ure popravimo za faktor, ki ga povzrocajo od ni¢ razli¢ne komponente gg,. V primeru, da

sinhroniziramo uro B glede na A, obe se nahajata na geoidu (tudi pot sinhronizacije po

kateri integriramo) je

wr?sin? Y
ct)p = T
in zato
B B 2 a2 19
At = —/ oo o — / R Tap (4.36)
A €900 A c

Tek ure v B popravimo za +At in s tem je sinhronizacija zakljuc¢ena. Vsaka ura na geoidu

kaze zdaj koordinatni ¢as (iz zadnje metrike).



Jelenc, B. 2006. Relativnostni vplivi na GPS opazovanja.
32 Dipl. nal. - UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za geodezijo, Geodetska smer

To-46

Slika 4.12: Prikaz stanj ur na vrte¢i kroznici v nekem (fiksnem) trenutku koordinatnega

¢asa: (A) ure so sinhronizirane z Einsteinovo sinhronizacijo, (B) popravljeno stanje ur

Prenosne ure

V primeru pocasne prenosne ure imamo
Adr? = goocPdt? + 2goadr®cdt + gogdr™da”

Delimo s ¢?dt? in zanemarimo zadnji ¢len (ura je po¢asna):

2goadx® Goadr®
d :\/ ——dt~ [ /oo + ——— | dt
TS\t ( 90Tt /g0
in nazadnje
gOadxa

e o (4.37)

dr = \/goodt +

Sprememba koordinatnega ¢asa je tako kot prej

. gOadxa
gJoo

V primeru, da je dogajanje omejeno na geoid, pri ¢emer uporabljamo zadnje zapisano

o2’ =

metriko, iz zgornje formule dobimo

2 i 2
wr®sin® Y
dt:dT—i—i2

c

1 90a dz®

Torej, ko pocasno uro prenesemo po doloceni poti, ji ob koncu poti moramo pristeti —= L e
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Slika 4.13: Pot svetlobnega signala v rotirajo¢em koordinatnem sistemu

Zgoraj opisana sinhronizacija ur deluje v primeru ur, ki sta zelo blizu ali pa v primeru,
da poznamo pot sinhronizacije. Malo bolj zapleteno je v primeru, da gre za bolj oddaljeni

uri (A in B), ki ju poskuSsamo sinhronizirati z direktno izmenjavo svetlobnih signalov.

Totno pot potovanja signala od B do A dobimo kot resitev i’ 4+ I't;#*i' = 0 z dodatnim
pogojem ¢3! = 0. Pot signala predstavlja krajevni del te krivuje. Problem pa je, ker se
poti signala od B do A in tistega nazaj od A do B v splosnem razlikujeta, tudi ¢e je metrika

neodvisna od x° (npr. rotirajoci koordinatni sistem).

Primer: rotirajoc€i sistem V trenutku ¢ = 0 posljemo signal iz izhodisca proti tocki B na
koordinati r = R. V inercialnem koordinatnem sistemu je pot signala premica 7 = (¢, wR)t,

t € [0, R/c]. To pretvorimo v rotirajoéi sistem in dobimo (priblizno):

z(t) = ct+w?Rt?

y(t) = —wet® +wRt
y koordinata kaze odstopanje zarka od zveznice med tockama. Najvecje odstopanje znasa
Ymaz = “’4—’z2. V primeru, da je R polmer Zemlje in w kotna hitrost rotacije Zemlje znasa to

odstopanje okoli 2.5m. Torej razlika med signaloma tja in nazaj znasa okoli 5m.
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Slika 4.14: Skica dokaza zgornje trditve

Ce je metrika neodvisna od z° in svetlobni signal med tockama prepotuje isto pot v (krajevno

gledano) v obe smeri, potem velja to¢na zveza za popravek sinhronizacije:

1 «a
At: __/QOQd-T
v

c goo

Dokaz tega prikazuje slika 4.14, bistvena pa je neodvisnost od koordinate z°, torej lahko

dele krivulje, ki jo opige svetlobni Zarek vzporedno premikamo v smeri osi 2°.

V primeru, da zgornje predpostavke ne drzijo nam tocen rezultat v sploSnem lahko da le
resitev enacbe '+ 1'%, i%i! = 0. Ker je reSevanje enacbe za geodetsko krivuljo dokaj tezavno,
bi namesto tega raje uporabili enacbo tipa At = —% fy 903%’ kjer bi za v vzeli neko pot

med to¢kama (po moZnosti kar ravno, oziroma neko srednjo pot).

Uporaba razli¢nih poti pa daje razli¢ne rezultate. V primeru rotirajocega sistema imamo pri
dani poti v izraz At ~ % fy wr2dp. Ce zdaj za sinhronizacijo izberemo dve razliéni poti 71,

72 potem je razlika me obema sinhronizacijama ravno 6t = % §. wr?dp, kjer je I' =y Uo.
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Iz zadnje formule pa je razvidno tudi:
1 9 2w
(515:? wr dcp:jzgS
kjer je S ravno plos¢ina obmocja, ki ga oklepa projekcija krivulje I' na ravnino, ki je pra-

vokotna na os rotacije. Zdaj lahko ocenimo napako sinhronizacije v zgornjem primeru:

Imamo S =~ 2.5m - R = 16km? ter rezultat 6t = 2.5-10~s. To je torej maksimalna razlika,
ki bi jo dobili, ¢e bi integrirali enkrat po prvi poti svetlobnega signala, drugi¢ pa po drugi
poti. Ker so razlike tako majhne lahko vsaki¢ za pot integracije med tockama vzamemo kar

daljico.

Sinhronizacija gibajoc¢e ure Ostane Se primer Se primer, ko se ura, ki jo ho¢emo sinhro-
nizirati giblje glede na izbrani koordinatni sistem. Podobno kot v primeru Dopplerjevega

pojava si tudi tu racunanje olajsamo tako, da privzamemo raven prostor.

Dana naj bo neka ura, ki kaze koordinatni ¢as. Satelit, oziroma ura, ki se giblje pa naj bo
taksna, da pozna svojo trenutno hitrost in polozaj, tako da lahko prilagaja svoj tek tako, da
tudi sama kaZze koordinatni ¢as (oziroma odstopa od koordinatnega ¢asa za nek konstanten

faktor).

Najprej poglejmo enodimenzionalen primer. Satelit naj se giblje v smeri osi = s hitrostjo
v. IzvrS§imo Einsteinovo sinhronizacijo in vidimo, da socasna dogodka zopet nimata enake
¢asovne koordinate. Satelitovo uro zato popravimo tako, da kaze koordinatni ¢as. Ta
popravek znagSa:

o= 20"

cCc—v

dy je razdalja med satelitom in uro v trenutku ko satelit odda signal.

Prehod na 3-dimenzionalen primer je enostaven, ¢e privzamemo, da je hitrost satelita ma-

jhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo. Potrebna je le zamenjava v —— N7 in dobimo:

_dy N7

ot =
¢Cc— NU

(4.38)
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172

Referencna yira st

A\

Slika 4.15: Sinhronizacija gibajoce ure

kjer je N (enotski) krajevni del ¢etverca, ki kaze od dogodka oddaje signala s satelita do

dogodka odboja tega signala od referenc¢ne ure.

Potek izpeljave je tudi neodvisen od gibanja referenc¢ne ure, moramo vedeti le to kje se bo

nahajala v trenutku, ko bo do nje prispel signal s satelita.

4.5 Povzetek

Kratek povzetek pomembnejsih rezultatov.

4.5.1 Posebna relativnost

Metrika:

ds? = Adt* — da* — dy* — d2*



Jelenc, B. 2006. Relativnostni vplivi na GPS opazovanja.
Dipl. nal. - UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za geodezijo, Geodetska smer 37

A%

b .

s

N

Slika 4.16: Popravek sinhronizacije je sorazmeren s plos¢ino S

Lastni ¢as:

4.5.2 Splosna relativnost

Dve metriki, za nerotirajo¢i in rotirajoci sistem:

2V — @ 2
ds* = Q+il7i5gw_<y_§)w2 (4.39)
C C
2P — ® 2wr? sin2
ds® = <1 + w) Adt* — wdgpcdt
C C
2
_ (1__¥)dg (4.40)
C

kjer je V gravitacijski potencial (npr. V = —GM/r), do® = dr® + r*(d9? + sin® 9dp?),

_ w?r?sin?9 _
O =V — L0 iy By — B

V obeh primerih je ¢asovna koordinata t ravno lastni ¢as ur, ki mirujejo na geoidu.
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Lastni ¢as ure na satelitu:

o= (1B G (1 1Y),

c? 2ac? c? a r
Dopplerjev pojav: vg—lastna frekvenca s katero oddaja satelit, vg—frekvenca katero izmeri

(%0, 3GMY | 2GM (1 1 1 — N
Vp =V — [ = - _Z S
= B c? 2ac? c? a T 1 — Nig

[

sprejemnik

Sinhronizacija ur (Landau et al.,1985[6]):

ot = _l/g(]adxa :/ wr251n219dcp geoid
¢Jy  Goo 702(14—2(@%2%))
2sin% ¥d 2
- [ 2 (wan
. c c

S je plos¢ina obmocja, ki ga prikazuje slika 4.16, torej izsek, ki ga opiSe projekcija poti
sinhronizacije na ravnino pravokotno na os rotacije. Predznak je pozitiven, ¢e pot napreduje

v smeri rotacije, sicer pa je negativen.



Poglavje 5
Relativnostni vplivi na GPS opazovanja

V tem poglavju bodo na nekaj primerih opisane tezave do katerih bi prislo, ¢e ne bi upostevali

relativisti¢nih popravkov.

Osnovna enacba GPS meritev se glasi |7; — 7| = ¢ |t; — t;| (i—satelit, j—sprejemnik). Natan¢no
gledano ta enacba velja le v inercialnem koordinatnem sistemu. Problem c¢asa smo resili z
ustrezno sinhronizacijo ur, tako da ure, ki rotirajo na geoidu kot tudi vse ostale ure, npr. v

satelitih, tecejo koordinatni Cas sistema, ki je skoraj inercialen.

Ostaja Se naslednji problem. Ce pogledamo metriko

20V -9 2V
ds? = (1 + %) Adt* — (1 — —) do?
c

na velikih oddaljenostih, dobimo naslednji rezultat

29

ds* = (1 - —20) tdt* — do?

c
kar pa ni Minkowski metrika. Torej Cas in razdalja nista to¢no sorazmerni, kjer bi bila svet-
lobna hitrost sorazmernostni faktor. Namesto tega je sorazmernostni faktor malo spremen-
jena svetlobna hitrost, ki jo umetno spremenimo (pove¢amo). Torej imamo (1—2®/c?)c*dt* =

do? oziroma (1 — @y / ¢?) cdt = do.

39
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Torej naj bo ¢ = ¢ — %. Zdaj pridemo do Zeljene zveze ¢dt = do. Koli¢ina ®(/c* znasa

priblizno —6.97 - 107" zato popravek svetlobne hitrosti znasa priblizno 0.212.

5.1 Kodna opazovanja

Kodna opazovanja so opazovanja Casa potovanja signala od satelita do sprejemnika. Poz-
namo polozaj satelita v trenutku oddaje signala ter tudi sam trenutek oddaje signala, spre-
jemnik pa izmeri Cas potovanja signala, oziroma doloc¢i trenutek sprejema signala. Ce bi
bili uri satelita in sprejemnika sinhronizirani tako, da bi obe kazali koordinatni ¢as, potem
bi lahko iz izmerjenega Casa potovanja signala dolocili razdaljo. Ponavadi pa ta pogoj ni

izpoljnjen s strani sprejemnikove ali satelitove ure, zato izmerimo le t.i. psevdorazdaljo.

Glavni izvor napak v primeru kodnih opazovanj bodo povzrocili relativisti¢ni vplivi, ki

vplivajo na tek ur in porusijo sinhronizacijo.

5.1.1 Primer 1

Najprej obravnavamo primer ravnega prostora. Naj sprejemnik miruje v izhodis¢u koordi-

natnega sistema, satelit pa naj krozi okrog izhodisc¢a na razdalji R = 30000km pod vplivom

Rgo
R

Zemljinega gravitacijskega polja. Hitrost satelita znasa v? = , kjer je Ry polmer Zemlje,
go pa gravitacijski pospesek ~ 10%5. Lastni ¢as ure na satelitu je povezan s koordinatnim

¢asom preko:

oziroma

Ce torej sprejemnikova ura kaze koordinatni ¢as, potem satelitova ura s ¢asom vedno bolj

zaostaja za sprejemnikovo uro. Ce sta bili uri ob ¢ = 0 sinhronizirani, znasa razlika po ¢asu
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Polozaj sprejemnika
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Slika 5.1: Navidezno spreminjanje polozaja sprejemnika

t ravno

RQ
st = Jo%0

= t
2Rc?

To privede do navideznega povecevanja razdalje med satelitom in sprejemnikom, in sicer

R2
Lt)=R+cst=R+2 0% ~ R40.023 t
2Rc
Razdalja se torej povecuje z dokaj veliko hitrostjo, priblizno 1m/40s. V najslabSem primeru,
da sprejemnik prejema signal z dveh satelitov, ki se nahajata ravno na nasprotnih straneh
neba, oddaljenost sprejemnika od izhodis¢a narascéa priblizno r(t) = 4/ @t. Sprejemnik
se torej navidezno giblje po nekaksni spirali (slika 5.1), pri ¢emer povecevanje razdalje in

neugodni polozaji satelitov lahko Ze po enem dnevu povzroc¢ijo napako v polozaju za skoraj

400km.

5.1.2 Splosno

V malo posplo§enem primeru naj ima prostor metriko ds? = a?c?dt? — do? za nek a € RY.
Za svetlobni zarek velja acdt = do oziroma dt = %. Torej ¢e svetlobni zarek prepotuje neko

pot 7, za to porabi At = £ koordinatnega Casa.
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Slika 5.2: Kodna opazovanja

Polozaj satelita naj opiSe vektorska preslikava PZ(t), sprejemnika pa PZ(t), kjer je t ko-
ordinatni ¢as. Poznamo tudi funkciji t = F¥(rg) in t = FE(7R), ki povesta zvezo med

koordinatnim ¢asom in ¢asom, ki ga kazeta uri v satelitu in sprejemniku.

Pri kodnih opazovanjih sprejemnik izmeri ¢asovni razmik med sprejetim signalom in enakim

signalom, ki ga generira sprejemnik sam.

Ob ¢asu tg(~ 7g) je satelit oddal nek znacilen signal (npr. ). Ta signal je sprejemnik
sprejel ob ¢asu tr(~ 7g), hkrati pa ga je tudi sam generiral nekoliko prej, ob X, Pri tem

velja 7 = 75(Glej sliko 5.2).
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Velja tudi c(tgr — tg) = 2o, Kjer je tgp = FR(1g) in tg = F¥(1g) = FE(rX). Torej dobimo
1
oFR(r) = FP(r)) = 2o

Sprejemnik naj se nahaja na geoidu in njegova ura naj kaze koordinatni ¢as. Zveza med

lastnim ¢asom ure na satelitu in koordinatnim ¢asom je

dT:(l_%_?’GMﬂGM (1—1))dt

c? 2ac? c? a r

Ce to integriramo po poti satelita dobimo (Ashby,2003]7])

(5B (- )

Zadnji intregral znaSa LVC“G(sm Ey —sin E(t)), kjer je E ekscentri¢na anomalija. To je

t.i. vpliv ekscentricitete, ki je periodic¢en. Ura v GPS satelitu torej v povprecju bije hitreje
od koordinatnega casa, dozivlja pa Se periodi¢ne motnje zaradi ekscentricitete. Zgornji

izraz se poenostavi v primeru kroznih orbit, od koder vidimo, da se na radiju krozenja

R = __ 3GM

oy 9545km lastni in koordinatni ¢as ujemata. Na visjih orbitah tece lastni cas

hitreje in obratno na nizjih.

Zgradbo ure v satelitu je mogoce prilagoditi tako, da bije za ustrezen faktor pocasneje, za

vpliv ekscentricitete tezje.

Imamo torej tr = F(1g) = g in tp = F¥(15) = 7p+ 2% M gin E(TE) ¢e predpostavimo,
da jezat =0 tudi 75 = 7 = 0 ter, da je Ey = 0. Velja Se « =1 — =2. Rezultat je enacbha
kodnih opazovanj

0= (1+52) o - 2V s miety

C

Zadnjo enacbo lahko zapisemo tudi kot

Dy 2evVaGM . *

C(TR—T;) —|—— —fSHlE(TR)

kjer zadnja dva ¢lena pomenita relativisti¢na popravka. Prvi ¢len znaSa —2cm, maksimalna

vrednost drugega clena pa je priblizno 6.9m.
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Neupostevanje prvega ¢lena bi pomenilo, da zavestno krajsamo dolzine za okoli 2cm, ne-

upostevanje drugega Clena pa je prevladujoce in je odvisno od polozaja satelita.

Pri tem je o = HPR(tR) - PE(tE)H oziroma

Q:

PP(7g) — P" (@5 4 2evaGM E(ﬁ%‘)) H

c2

Zadnjo enacbo lahko poenostavimo, ¢e uposStevamo, da je maksimalna vrednost izraza

LVC%GM PE ~ 0.1mm, kjer znaga hitrost satelita P ~ 4]%”. Nazadnje dobimo

o = ||P*rn) = PEGR)| = | PR(re) - PE(rs)|

5.2 Fazna opazovanja

Pri faznih opazovanjih sprejemnik meri fazno razliko med sprejetim valovanjem in valovan-
jem vzpostavljenem v sprejemniku. Ce je v(t) frekvenca nekega valovanja (kot ga spre-

jemamo), potem je faza ® tega valovanja za nek ¢asovni interval enaka ®(t) = ®(ty) +

Jiv(t)dr.

Najprej ugotovimo enacbo faznih opazovanj za raven prostor. Polozaja satelita in spre-

jemnika sta dana z PE(t) in PE(t). dtg(t) je koordinatni ¢asovni razmik v katerem satelit

oddaja valovanje, pripada mu frekvenca vg. Podobno za valovanje generirano v sprejemniku
1

dtg in Ug, za valovanje, ki ga sprejemnik prejema s satelita pa dtf; in vg. (velja v = )

Lahko si mislimo, da sta uri v satelitu in sprejemniku ob ¢ = 0 sinhronizirani. Potem
situacija ustreza tisti s slike 5.3. Razdalja p med satelitom in sprejemnikom bo pomenila
isto kot v primeru kodnih opazovanj, torej razdalja med krajem oddaje signala in krajem

sprejema signala. S slike 5.3 je razvidno, da velja

0(0) = ¢(Ndtg + otg)
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Slika 5.3: Fazna opazovanja
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za nek N € N. Casovni interval 8t je povezan z zaletno izmerjeno fazno razliko. Za
pripadajo¢ ¢asovni interval 6t pri sprejemniku velja (glej Dopplerjev pojav)

¢ — PRN

c— PEN

Naj bo t kratek ¢asovni interval. Faza valovanja v sprejemniku je dana z ®x(t) = vgt,

g = ot

faza sprejetega valovanja pa z @f;(t) = vEt + k. Konstanto k dolo¢imo tako, da bo veljalo

®E(5t) = 1. Ce oznacimo ®E(0) = &, dobimo naslednje

1-@
0t = ——r
VR
Z upostevanjem formule .
Vg C — PEN

vE  ¢— PRN
lahko posodobimo formulo za razdaljo

0(0) = é (N — @)

Potrebno je Se ugotoviti kako se razdalja spreminja s ¢asom. Po kratkem dt se sprejemnik
premakne za Pfdt, medtem ko se satelit ne premakne (oz. ni premaknil) za PPdt temveé
za PEdtz:I;%];. Popravek je potreben, da se ohrani relacija - kraj oddaje «<» kraj sprejema.
Razdalja se torej poveca za do = PENdt — PEN%dt. Nazadnje velja
: ..c—PENY\ .
o=|PF-PF—— | N
c— PEN
z zaetnim pogojem 0(0). Tudi merjeno fazno razliko ®(t) = ®£ — & lahko zapisemo v

podobni obliki, in sicer

7 zaGetnim pogojem ®(0) = Py

Zadnji dve enacbi delno integriramo in dobimo
t

O(t) = Po+ / (v — g) dt’ (5.1)
0

ot = o)+ [ gt (5.2
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Poznamo zvezo med @y in o(0). UpoStevamo to zvezo in zadnjo enacbo ter pridemo do

tocne oblike enacbe za fazna opazovanja

_ 7, t - . . _ PRN\ .
o) = ¥ = 2o+ [0 - e+ 20 (pR - pE7> N] a
0

c— PEN

Pri tem je vg(0) vrednost frekvence vg v okolici ¢ = 0 in jo v enacbi obravnavamo kot

konstanto.

Enacba je sicer dokaj zapletena, vendar ima tudi nekatere dobre lastnosti. Npr. razvidno je,
da poleg polozaja sprejemnika vsebuje tudi hitrost sprejemnika. V principu bi torej lahko

pridobili polozaj in hitrost sprejemnika hkrati.

Izkaze pa se, da je mogoca dokajsnja poenostavitev. Ce znotraj integrala kolic¢ine v (0) ne
obravnavamo vec¢ kot konstante ampak kot spremenljivo vrednost g, pridemo nazadnje do

1zraza
7p(0)
c

P(t) = N —

o(t) + /Ot (g — vR) dt’

Enacba je uporabna tudi v klasiénem okviru (zaenkrat ni bilo 8e ni¢ relativnosti), kjer je
koordinatni ¢as hkrati tudi lastni ¢as in lahko vzamemo vy = vr = vy, ki je neka konstantna

frekvenca. Dobimo ®(t) = N — “o(t).

Za, prostor z metriko ds? = o?c?dt?> — do?® dobimo malo spremenjeno enacbo

ve(0)

d(t) =N — —

o(t) + /Ot (vp — vg) dt’ (5.3)

Podobno kot v primeru kodnih opazovanj poznamo zveze med koordinatnim ¢asom in ¢asom,

2evaGM sin B

c2

ki ga kazeta uri satelita in sprejemnika. Naj bot =7z int =75 + (1g). Torej

imamo dtp = dTg = U = Vg, za satelit pa

2ev/aGM -

th:dTE+ 3 E(TE)COSE(TE)dTE
C

od koder dobimo
2evaGM .

UVp = Vg — VETECOSE
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Ampak vg in vgi sta Stevilsko enaki vrednosti, saj je razlika odvisna le od bolj ali man]

slu¢ajnih odstopanj teka ur v satelitu in sprejemniku. Zato vy = vy = vy =konst.

Vrednost integrala v enacbi faznih opazovanj zdaj lahko ocenimo

2eNaGM

FEcos Et'dt’ ~ —y——5—— sin Ft
c

t 9 / M t
/ (IjE' — DR) dt/ = —VQ%/
0 0

Maksimalna vrednost razlike v fazi, izrazena v dolzini (vzamemo A = V—CO) znasa

B 2ev aG M

Cc

Ag

~ 6.9m

torej enak rezultat kot pri kodnih opazovanjih.

Zdaj lahko ocenimo tudi razliko med uporabo to¢ne enacbe in nekoliko poenostavljene
enacbe. Le to smo dobili tako, da smo namesto koli¢ine vg(0), ki je konstanta, pod inte-
gralom uporabili kar 7g. Imamo torej vg(0) = vp+e, kjer vzamemo za e = —VO%C@E cos Et.
Ko to vstavimo v to¢no obliko enacbe za fazna opazovanja dobimo poenostavljeno resitev,

ki ima Se dodaten ¢len oblike

Ve fn ape—-o PE PP sevaom
/EN (PR—PEC*) dt’g—/ edt! < b 26V G
0 o .. C O

c c— c c?

Zadnje izrazeno v dolzini znasSa QQPECM. Za hitrost satelita vzamemo 4’%” in dobimo
maksimalno iskano razliko 0.1mm. Pravzaprav je ta razlika Se dosti manjsa, ¢e upostevamo,
da je maksimalna hitrost spreminjanja razdalje od satelita do sprejemnika priblizno 850~
V tem primeru je razlika komaj 0.02mm. O¢itno lahko uporabljamo priblizno enac¢bo brez

veéjih pomislekov.
Zdaj, ko imamo znan tek ur v satelitu in sprejemniku lahko enac¢bo 5.3 zapiSemo tudi tako

ac

d(t) =N — E cos Edt’

2ev aGM [t
o)~ |
0

Tezava pri zadnjem integralu je v tem, da ne moremo vzeti E(t) ampak F (t — f), torej

vrednost ekscentricitete v ¢asu, ko je bil signal izsevan. Vendar je zgornja enac¢ba dokaj
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neob¢utljiva na manjse ¢asovne premike. Recimo, da bi zgornji integral izrac¢unali z F(t —
%AQ) namesto z F (t — Z) Zanima nas razlika med pravo vrednostjo integrala in to prib-
lizno vrednostjo, ko razdalje ne poznamo ¢isto natancno. Velja E (t — %Ag) ~ FE— %E
iz ¢esar dobimo cos F/ (t - %Ag) ~cosE+ E % sin . Ce to vstavimo v integral dobimo

priblizno vrednost ter ostanek oblike

2ev/ A 2ev/aGM - A
My ) CLQG Q/ Esin Bt = —yy Y7 CLQG EZ%cos B
0 c c

& C

Vrednost zgornjega izraza v dolzinskem smislu znasa %EL“;GM = 0.0lmm za Ap =~
3000km. Torej zadostuje Ze zelo priblizno poznavanje razdalje med satelitom in sprejem-

nikom, da prakti¢no ni napake.

Pri enacbi 5.3 si je potrebno ogledati le Se koeficient DEa (CO) pri razdalji. Le ta je odvisen od

casovnega trenutka v katerem smo zaceli opazovanja. Zanima nas torej le Se napaka, ki jo

naredimo, ¢e namesto vg(0) vstavimo kar vy. Velja

2ev/aGM .

Up =1y — VoiECOSE
c?

voo 2evVaGM T,

To vstavimo v enacbo 5.3 in dobimo ostanek oblike === F cos E. Maksimalna vred-

QE 2evVaGM aG

nost tega izraza v dolzinskem smislu znasa katerega vrednost zopet znaSa ravno

0.1mm.

To pa je prakti¢no edina napaka, ki nastane zaradi poenostavljanja enacbe faznih opazovanj

(poleg 0.02mm). Kon¢na enacba se glasi (®y je teznostni potencial na geoidu)

(1)0) %g(t) _ Vo@ sin B/ <t — Q) (5.4)

C

Relativisti¢na vpliva na fazna opazovanja sta torej popolnoma enaka kot v primeru kodnih

opazovanj, gre za konstanten ¢len %Q ~ —2cm in periodi¢en vpliv ekscentricitete katerega

maksimalna vrednost znaga 2eYeGM V‘;GM ~ 6.9m.
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5.2.1 Primer 2

Prevladujo¢ vpliv na opazovanja ima torej vpliv ekscentricitete. Potrebno bi bilo Se anal-

izirati ta vpliv na dolocitev polozaja sprejemnika.

Ta vpliv sem analiziral s pomoc¢jo programa MATLAB. 24 satelitov sem enakomerno
razporedil v 6 orbitalnih ravnin z inklinacijo 55°. Vseh Sest ravnin je poleg tega enakomerno
(po rektascenziji dvizega vozla) razporejenih po prostoru. Sateliti se gibljejo po kroznicah

z radijem 26200km in kotno hitrostjo, ki ustreza dvakratni kotni hitrosti rotacije Zemlje.

Sprejemnik se nahaja na poljubnem fiksnem polozaju. V vsakem trenutku lahko izracunamo
razdalje od sprejemnika do vseh satelitov. Nato vsako razdaljo pokvarimo za vpliv ekscen-
tricitete (= 7m - sin F). Ce polozaj sprejemnika izracunamo iz teh novih razdalj, dobimo

nekoliko premaknjen polozaj sprejemnika.

Premikajo¢i se polozaj sprejemnika sem spremljal en dan (po tem se vse spet ponovi),
relativni polozaji glede na pravi polozaj pa so prikazani v lokalnem (horizontskem) koordi-
natnem sistemu: x-os kaze na vzhod, y-os proti severu, z-os pa v smeri navpi¢nice. Pri tem
sem uposteval vse nadobzorne satelite v danem trenutku, za primerjavo pa je Se primer, ko

upostevamo vse satelite.

Pri sliki 5.4 se vidi, da polozaj sprejemnika ne spreminja zvezno s ¢asom. V primeru,
da dobivamo signal z vseh satelitov pa je gibanje predstavljeno z bolj pravilno krivuljo.
Navidezno gibanje sprejemnika tudi ni toliko odvisno od samega polozaja sprejemnika, bolj
je odvisno od same razporeditve satelitov. Zgornji primer velja za sluc¢aj, ko imajo vse
tirnice enak argument perigeja ter v zacetnem trenutku se na vsaki tirnici sateliti nahajajo
na anomalijah 0,907 180° in 270°. V primeru, da satelite med sabo nekoliko zamaknemo

dobimo popolnoma drugacne slike.

T T I T TS T T T T T T T To o To o To T T T T o o o o o o T T o T o T o T o T o
WAIAIVPLIV EKSCENTRICITETEVA SISttt totatototh
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Slika 5.4: Navidezno dnevno gibanje sprejemnika, dolo¢eno z nadobzornimi sateliti
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Slika 5.5: Navidezno dnevno gibanje sprejemnika, dolo¢eno z vsemi sateliti
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Yoo To o oo oo o To o o o ToTo o o o o ToTo o o o ToToTo o o ToTo o o o o To o o o To 1o o

hradij satelitov

R=26200000;

Jpolmer Zemlje

R0O=6400000;

Jkotna hitrost Zemlje

om=2%pi/86400;

Jipolozaj sprejemnika

fi=45%pi/180;

1a=10%pi/180;

hinklinacija tirov satelitov

11=b5%pi/180;

%hsateliti so razporejeni po 6 dviznih vozlih in 4 faznih zamikih

524 satelitov vsega skupaj

for i=1:870

t=100%1-100;
for j=1:24

Ome=pi/3*floor ((j-1)/4);
EO=pi/2*(mod ((j-1),4));
SAT1(j,1)=R*cos (2*om*t+EQ) *cos (Ome) -R*xsin(2*om*t+E0) *cos (ii)*sin(Ome) ;
SAT1(j,2)=R*cos (2*om*t+EQ) *sin (Ome)+R*sin(2*om*t+E0) *cos (ii)*cos(Ome) ;

SAT1(j,3)=R*sin(2*om*t+E0) *sin(ii) ;

F=[-sin(latom*t) cos(la+om*t) O
-sin(fi)*cos(latom*t) -sin(fi)*sin(latom*t) cos(fi)

cos(fi)*cos(latom*t) cos(fi)*sin(latom*t) sin(fi)];
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hpolozaji satelitov v horizontskem koord. sistemu
SAT(j,:)=(F*(SAT1(j,:))’-[0 0 RO]’)’;
ro(j)=sqrt ((SAT(j,1))~2+(SAT(j,2))2+(SAT(j,3))"2);
dro(j)=7*sin(2*%om*t+EQ) ;
end
k=1;
for j=1:24
if SAT(j,3)>0
B(k,1)=SAT(j,1)/ro(j);
B(k,2)=SAT(j,2)/ro(j);
B(k,3)=SAT(j,3)/ro(j);

f(k)=dro(j);

k=k+1;
end

end

N=B’*B;

d=-inv(N)*B’*f’;

x(1)=d(1);
y(1)=d(2);
z(1)=4(3);

end

plot3(x,y,z);grid on;
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Pravilno upostevanje relativisticnih popravkov je torej zelo pomembno pri dolocanju polozaja
ene tocke. Stanje je ugodnejSe v primeru, ko z ve¢ sprejemniki hkrati opazujemo satelite.
V primeru, da imamo dva sprejemnika, lahko vpliv ekscentricitete eliminiramo tako, da

tvorimo enojne razlike med socasnimi opazovanji.

Pri opazovanju faznih razlik imamo socasni meritvi do satelita ®;(¢) in ®5(t). Pri tvor-
jenju enojne fazne razlike ®5(t) se vpliv ekscentricitete ne eliminira popolnoma ampak

(enacba 5.4) dobimo ostanek

0b = os B

26\/CLGME,01 — P2
IZ0) 2 c C

katerega maksimalna vrednost v dolzinskem smislu znasa

2evaGM . p; —
e CCL Epl CP2 %3'5_10_12.@1_@)

Za Zemljo velja |p1 — p2| < 12800km, zato vrednost tega vpliva ne preseze 0.05mm. Za

Slovenijo je |p1 — p2| < 300km, vpliv pa ne preseZe vrednosti tiso¢inke milimetra.



Poglavje 6

Zakljucek

V zacetnih poglavjih je bilo predstavljeno nekaj dokaj splosnih posledic teorij relativnosti.
Zakljucek tega dela je bil namenjen sinhronizaciji ur in vzpostavitvi koordinatnega casa.
Na ta del lahko gledamo neodvisno od GPS (¢eprav gre za t.i. GPS koordinatni ¢as), saj
je sinhronizacija zanimiva sama po sebi in enoten c¢asovni sistem je pomemben za mnogo
vrsto dejavnosti npr. racunalnistvo, astronomija,... Izkazalo se je, da ur na Zemlji zaradi
njene rotacije ni mogoce sinhronizirati po obi¢ajnem postopku (Einsteinova sinhronizacija),

ampak dejansko uvedemo koordinatni cas.

V drugem delu so bili predstavljeni vplivi na kodna in fazna opazovanja. Prvi vpliv se je
pokazal kot manjSa nesorazmernost med svetlobno hitrostjo, koordinatnim ¢asom in koordi-
natno razdaljo. To pa ni prehuda ovira, ¢e vemo koordinatna razdalja # prava razdalja.
Na relaciji satelit-sprejemnik ta vpliv znaSa pribl. 2cm, oziroma ¢e ne bi upostevali tega

vpliva bi imeli za 2cm krajse razdalje.

Izkazalo se je tudi, da ure v satelitih v povprecju tecejo nekoliko hitreje kot tiste na Zemlji

(¢e na Zemlji oboje tetejo enako hitro) in sicer za — (28 + 3E4) ~ 4.46-107%s/s(= 13cm/s)
izrazeno v dolzini. Tek ur v satelitih se namenoma nekoliko upocasni. Ce ure ne bi upocasnili

bi s tem povecevali nesinhroniziranost satelitove in sprejemnikove ure.
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Pri kodnih opazovanjih se ponavadi predpostavi, da je nesinhroniziranost ure v satelitu in
sprejemniku konstantna tekom opazovanj in jo preko opazovanj tudi dolo¢imo. Ce torej ur
ne bi upocasnili in hkrati predpostavili, da je nesinhroniziranost konstantna bi bil rezul-
tat navidezno spreminjanje razdalje med satelitom in sprejemnikom (ta bi se krajsala za
13.5¢m/s). 'V primeru enega sprejemnika bi sicer lahko to tezavo zaobsli s tem, da bi
soCasno opazovali zadosti satelitov (najmanj 5, v enac¢bo opazovanj bi dodali ¢len, ki bi se

vecal linearno s ¢asom) in bi nato preko enojnih razlik opazovanj ta ¢len eliminirali.

Se vedno pa bi ostal t.i. vpliv exscentricitete, ki ga lahko eliminiramo le ¢e imamo na voljo
ve¢ sprejemnikov, sicer pa ga moramo modelirati. Ta pa je zelo pomemben saj znasa okoli

m.

S tem, ko smo opocasnili tek satelitovih ur, smo zmanjsali tudi frekvenco s katero satelit
oddaja signal, in sicer za frekvenco 10.23MHz—— 10.22999999543MHz. S tako frekvenco bi
satelitova ura oddajala na Zemlji, v orbiti relativisti¢ni vplivi poskrbijo, da se nastavi nazaj
na 10.23MHz. Na ta nacin je poskrbljeno, da je sprejeti signal obremenjen le z Dopplerjevim
efektom. Ce frekvence torej ne bi zmanjsali bi prislo do konstantnega povecevanja merjene
faze s Casom, tudi Ce se razdalja med satelitom in sprejemnikom ne bi povecevala, kar pa bi

si lahko zmotno razlagali kot da se razdalja dejansko povecuje.

Dodaten argument za zmanjsanje frekvence lahko vidimo tudi v tem, da dejansko nekoliko
zmanjSamo t.i. beat frekvenco in posledi¢no povecamo natan¢nost (ali vsaj loc¢ljivost) faznih

opazovanj (Eeprav po vsej verjetnosti zanemarljivo).

Nazadnje sledi Se prakticen prikaz vpliva ekscentricitete, katerega vpliv se vidi kot navidezno

gibanje sprejemnika.
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