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1 UvOD
1.1 Motivacija

V gradbeniStvu imamo najveckrat opravka s konstrukcijami (npr. stanovanjske hise,
neboti¢niki), katerih nosilna konstrukcija je sestavljena iz prostorskih, ploskovnih in linijskih
konstrukcijskih elementov. Imamo pa tudi veliko konstrukcij (npr. mostovi, viadukti), katerih
nosilna konstrukcija je sestavljena predvsem iz elementov, kateri imajo eno od svojih
dimenzij bistveno vec¢jo od preostalih dveh. Take konstrukcije imenujemo linijske
konstrukcije in so sestavljene iz linijskih elementov (npr. palice, nosilci, stebri). Za te
konstrukcije je znacilno, da so pogostokrat izpostavljene obtezbam, katere so posledica vpliva
gibanja teles po konstrukciji, npr. prehod avtomobila ¢ez viadukt, prehod vlaka ¢ez Zelezniski
most. Vpliv gibajocega telesa na konstrukcijo pa se prenaSa preko sticne povrSin med njima,

npr. preko koles avtomobila ali vlaka.

Nas zanima tako vpliv gibajocega telesa na konstrukcijo in vpliv konstrukcije na gibanje
telesa. V nalogi se omejimo na ravninski problem, kjer najprej izpeljemo enacbe kotaljenja
gibajoCega telesa po poljubni znani krivulji. Nato zapiSemo enacbe, ki opisujejo dinamicen
odziv linijskega nosilca na tockovno obtezbo. V zadnjem delu pa zdruzimo prej omenjena
problema in tako fizikalno opiSemo kotaljenje gibajocega telesa po linijskem nosilcu z
upostevanjem dinamic¢nih vplivov. Enacbe reSujemo numeri¢no, z metodami druzine Runge —
Kutta, ki so ze vgrajene v programski paket Matlab. Nato izdelamo programe, ki rezultate
prikaZejo z animacijami. Osnovni namen naloge je modelirati medsebojni vpliv linijskega

nosilca in gibajocega se telesa ob upostevanju dinamic¢nih vplivov.
1.2 Predpostavke

Ustrezen matemati¢en model, Se bolj pa njegovo reSevanje po deformabilni podlagi je dokaj
zahtevno. Zaradi zahtevnosti naloge in povezanosti enacb, ki opisujejo problem, se v nalogi
omejimo na ravninsko gibanje. PreuCujemo kotaljenje diska po elasticnem deformabilnem
nosilcu. Nosilec opiSemo s kinemati¢no tocnim Reissnerjevim modelom, disk pa modeliramo
kot togo telo. Tako lahko predpostavimo, da se disk med gibanjem (razen ¢e pride do

odlepitve) s podlago stika samo v eni tocki. Tako lahko vpliv telesa na podlago in obratno
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opisemo preko diskretne tocke, ki se s Casom spreminja in jo v nadaljevanju imenujemo tocka
dotikalis¢a. Pri zapisu enacb predpostavimo, da je podlaga dovolj hrapava, da se disk giblje

brez podrsavanja. Predpostavimo tudi, da je vpliv dusenja na disk in nosilec zanemarljiv.
1.3  Nacdrtdela

Na podlagi omejitev, podanih v uvodu se lahko tako lotimo zastavljene naloge. V nalogi
najprej izpeljemo vse potrebne enacbe, ki opisujejo zadani problem. Drugi del naloge, pa je

priprava programskega okolja, katero omogoca resitev izpeljanih enacb.

Najprej vpeljemo tri koordinatne sisteme: nepomi¢nega, ki ga imenujemo globalni
koordinatni sistem in dva pomicna (telesnega ter Se enega, ki ga imenujemo kar izbrani
koordinatni sistem). Telesni koordinatni sistem je pripet v tezis¢e diska in se vrti skupaj z
diskom. Izbrani koordinatni sitem je ravno tako pripet v teziS¢e in se spreminja z
deformiranjem nosilca ter se po smereh ujema z lokalnimi koordinatami nosilca v dotikalis¢u.
Nosilec opisemo s krajevnim vektorjem tezis€ne osi in zasuki pre¢nih prerezov. Disk opiSemo
s koordinatami tezi$¢a in zasukom okrog lastne osi. Najprej dolo¢imo bazne vektorje in zveze
med njimi. Temu sledi doloCitev odvodov baznih vektorjev, zapis krajevnih vektorjev in
vektorjev hitrosti. Nato zapiSemo vektorje zunanjih sil, ki delujejo na disk ter zapiSemo

momente teh sil na teziS¢e diska. Sledi zapis gibalnih enacb in izreka o vrtilni koli¢ini. Sledi

Se zapis enacb v obliki, primerni za reSevanje v Matlab-u.

V nadaljnjem koraku izpeljemo diferencialne enacbe, ki opisujejo dinamicen odziv linijskega
nosilca na tofkovno obtezbo. ZapiSemo enacbe elasticnega deformabilnega nosilca s
kinemati¢no tocnim Reissnerjevim modelom, nato v teh enacbah upostevamo Se dinamicen
vpliv. Sledi zapis enacb linijskega nosilca kot kon¢nega elementa, ki so primerne za reSevanje

z numeri¢nimi metodami v Matlab-u.

V konénem delu izpeljav zapiSemo enacbe, ki nam opisujejo kotaljenje diska po opisanem
linijskem nosilcu. Znano krivuljo po kateri se disk kotali tokrat predstavlja teziS¢na os
linijskega nosilca. Tockovno obtezbo predstavlja disk s svojo maso, katera vpliva na nosilec

preko tocke dotikalis¢a med diskom in nosilcem.
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Tako je prvi del naloge, ki je namenjen izpeljavi enacb zakljucen. Ostane nam Se drugi
pomemben del naloge, kateri pa je namenjen pripravi programskega okolja. Rezultate

numeri¢nega reSevanja pa prikazemo preko dvodimenzionalne animacije.
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2 KINEMATIKA IN DINAMIKA DISKA PO POLJUBNI KRIVULJI
2.1 Kinematika
2.1.1 Koordinatni sistemi

V trirazsezni evklidski prostor postavimo kartezicni koordinatni sistem, ki ga imenujemo
globalni koordinatni sistem (X, Y, Z). Dolo¢en je z izhodis§¢em v tocki O in z baznimi
vektorji (Ex, Ey, Ez). Orientiramo ga tako, da bazna vektorja Ey in Ez napenjata vodoravno
ravnino, bazni vektor Ey pa je nasprotno usmerjen delovanju sile teZe. Predpostavimo, da se
disk giblje v navpi¢ni ravnini, ki jo napenjata bazna vektorja Ey in Ey, vrti pa se okrog
baznega vektorja E7 in tako os Z predstavlja os, okrog katere se dogaja zasuk. Z globalnim
koordinatnim sistemom opiSemo lego teziSca telesa, merimo dejanske razdalje, premike ter

zasuke telesa.

Na telo (disk) postavimo telesni koordinatni sistem, ki je tudi kartezicen s koordinatami (&,
1, {) in z baznimi vektorji (es, ey, e;) ter njihovim izhodis¢em O' v teziScu telesa 7. Telesni
koordinatni sistem je s telesom trdno povezan, zato se lega delcev telesa glede na telesni
koordinatni sistem med gibanjem ne spreminja. Osi telesnega koordinatnega sistem izberemo
tako, da lezijo na glavnih vztrajnostnih oseh telesa. Za osi ¢ in # izberemo osi v ravnini diska,
os { pa je pravokotna na ravnino diska. Ker je v naSem modelu disk togo telo, se njegova lega
glede na telesni koordinatni sistem s casom ne spreminja. Tako telesne koordinate

kateregakoli delca ostajajo med gibanjem konstantne torej so neodvisne od casa

(=0, 5#=0, £=0).
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Teristna o W poshed

Slika 1: Skica kotaljenja diska po linijskem nosilcu

Tretji koordinatni sistem pa izberemo zato, da bi preprosteje opisali gibalne enacbe kotaljenja
diska po poljubni znani krivulji. Izrek o gibalni koli¢ini pravi, da je odvod gibalne koli¢ine
enak vsoti zunanjih sil, ki delujejo na telo. Med temi silami je najpomembnejsa reakcijska sila
podlage. To v fazi kotaljenja razstavimo na silo trenja in normalno silo podlage. Sila trenja, ki
deluje na stiku telesa s podlago v vsakem ¢asu in v vsaki legi telesa lezi na tangenti krivulje
kotaljenja v toCki dotikalis¢a D. Normalna sila podlage pa lezi v smeri normale na krivuljo
gibanja in je torej pravokotna na tangento. Z vektorskim produktom tangente z normalo pa je
definirana binormala. Izmed dveh mozZnih smeri normale izberemo tisto, da bo binormala
kazala v smeri enotskega vektorja E,. Privzamemo, da sta os y in bazni vektor e, usmerjena v
smeri normale e, na podano krivuljo v to¢ki dotikali§¢a. Os x in bazni vektor e, kaze v smeri
tangente e, na podano krivuljo v tocki dotikalis¢a. Os z in bazni vektor e, pa sta pravokotna na

disk (in sta usmerjena v smeri binormale e;). Velja tudi, da je trirob desnosucen e, x e, = e..
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Tak koordinatni sistem poimenujemo izbrani koordinatni sistem z osmi (x, y, z) in

pripadajoc¢imi baznimi vektorji (e, ey, e:) z izhodis¢em v O "= O ' (v teziS¢u diska).
2.1.2 Zveze med koordinatnimi sistemi

Pri uporabi ve¢ koordinatnih sistemov potrebujemo za delo zveze med baznimi vektorji le —
teh. Za dolocitev zvez med koordinatnimi sistemi uporabimo Eulerjeve kote. Eulerjeva
ugotovitev je, da lahko pravokotni koordinatni sistem zavrtimo v drugega, ravno tako
pravokotnega z maksimalno tremi zaporednimi zasuki. Legi izbranega in telesnega
koordinatnega sistema se s ¢asom spreminjata, izpeljane zveze pa veljajo pri vsakem fiksnem

casu.

Sedaj lahko zapiSemo zvezo med globalnim in izbranim koordinatnim sistemom. Najprej vse
koordinatne sisteme prestavimo v skupno izhodi$¢e. Zaradi nazornosti je najugodnejse, da si
izberemo kar teziSce diska O (to lahko storimo, ker translatorni pomik ne vpliva na velikost
zasukov). Izpeljavo zvez nadaljujemo tako, da sklenemo, da se izbrani koordinatni sistem v
zacCetku merjenja zasukov ujema z globalnim. Nato globalni koordinatni sistem v nekem
trenutku hipoma zasukamo glede na izbrani koordinatni sistem. Ker se ukvarjamo z
ravninskim primerom, je ta zveza preprosta, saj se bazi skoraj ujemata. Loci ju le zasuk okrog

osi Z.
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Slika 2: Zasuk globalnega koordinatnega sistema okrog osi E7.

Globalni koordinatni sistem zavrtimo za kot y okrog osi Z v pozitivni smeri. Kot dolo¢imo

tako, da zavrteni bazni vektor Ex sovpade z vektorjem e,, bazni vektor Ey pa sovpada z
vektorjem e,.
[zbrani koordinatni sistem lahko poveZemo z globalnim kot:

e =e, E, +e, E,

e, =e E,+e,E, (2.1)
e =E,

z

Opazimo, da so komponente baznih vektorjev ey, e,, glede na bazo globalnega koordinatnega
sistema enake smernim kosinusom:

ey =Cosy e, =-siny

. (2.2)
e, =siny e, =cosy
in tako lahko zapiSemo:
e =cosyE, +simyE,
e, =—sinyE, +cosyE, (2.3)
ez = EZ

V matri¢ni obliki se gornji rezultat glasi:
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e cosy siny O E, E,
e, |=|-siny cosy O E, =Q(l//) E, (2.4)
e. 0 0 1| E, E,
Matrika
cosy siny 0
Q(y)=|-siny cosy 0 (2.5)

0 0 1

predstavlja zvezo med izbranim in globalnim koordinatnim sistemom. Ker je matrika Q(l//)

ortogonalna velja Q (l//)_l =Q (l//)T (Saje, 1999) in zlahka dolo¢imo tudi obratno zvezo;

E

X . ex

E, |=Q(y) |e, (2.6)
EZ ez

Sedaj pois¢emo Se zvezo med telesnim in izbranim koordinatnim sistemom. Telesni
koordinatni sistem je togo pripet na disk in se vrti skupaj z njim. Tako lahko v danem trenutku
opazovanja glede na izbrani koordinatni sistem zavzema poljubno lego. Tudi to zvezo bomo
poiskali s pomocjo ustreznega kota, ker smo telesni koordinatni sistem izbrali tako, da se os {
in bazni vektor e; ujemata z osjo z in baznim vektorjem e. izbranega koordinatnega sistema,

je zveza preprosta (glej Sliko 3):
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=

€z= €

Slika 3: Zasuk izbranega koordinatnega sistema okrog osi e;.

Izbrani koordinatni sistem zavrtimo okrog osi z v pozitivni smeri za tak kot ¢, da nam

zavrteni bazni vektor e, sovpade z baznim vektorjem e:. V tem primeru tudi zavrteni vektor

e, sovpada z baznim vektorjem e;. Telesni koordinatni sistem lahko izrazimo z izbranim

kot:
e.=e.e +e. e,
e, =e¢, e +e e, (2.7)
e, =e,

b
kjer komponente ustrezajo smernim kosinusom in tako lahko zapiSemo:
e.=cospe +singe,
e, =—sinpe +cospe, (2.8)

e§=e

z

V matri¢ni obliki pa velja:

e. cosp sing O]l e, e
e, |=|-sing cosp Oje, = R((p) e, (2.9
e 0 0 l|le e
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S tem smo opisali zvezo med telesnim in izbranim koordinatnim sistemom:

cosp sing 0
R(p)=|-sing cosp 0 (2.10)

0 0 1

Tudi matrika R(gp) je ortogonalna matrika, torej za obratno zvezo med izbranim in telesnim

koordinatnim sistemom velja:

e e,
e, =R((p)T e, (2.11)
e, e,

Sedaj, ko poznamo obe transformacijski matriki Q(y) inR(¢) lahko zapiSemo tudi zvezo

med telesnim in globalnim koordinatnim sistemom. Ce vstavimo (2.4) v (2.9), dobimo:

e. e E, E,
e, |=R(¢)|e, |=R(0)Q(v)| E, |=S(p.v)| E, (2.12)
e e E, E,

2

kjer je S ((/), l//) produkt ortogonalnih matrik in tudi sama ortogonalna matrika:

cos@pcosy —sinysing  siny cos@p—cosysing 0
S(gp,ly): —siny cos@—cosy sing —cos@cosy —sinysing 0 (2.13)
0 0 1

Obratno zvezo med koordinatnima sistemoma dolo¢a matrika S ((o, t//)T :

E, e;
E, |=S(p.w) |e, (2.14)
E, e

2.1.3 Odvod baznih vektorjev po ¢asu in vektorji kotne hitrosti

V globalnem koordinatnem sistemu, ki je nepomicen, so odvodi baznih vektorjev po ¢asu

enaki ni¢,

0
0 (2.15)
0

. My By

X
Y
VA
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casovni odvodi vektorjev, zapisanih v tem sistemu, pa so kar enaki relativnim odvodom
komponent. Odvodi baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema pa so razlicni od ni¢ in

jih dobimo tako, da odvajamo izraz (2.4) po Casu:

J e, J E, E, EX E,
ale = Q| E, ||=0Q|E, |+Q| E, |=Q| E, (2.16)
e, E, E, EZ E,

Odvod diQ =Q izratunamo tako, da po ¢asu odvajamo vsako od komponent matrike Q , pri
t

¢emer moramo upoStevati, da je Q odvisna od y :

—siny cosy O

_d _dQ dy _
Q—wQW)

= —Cos —sin 0|y 2.17
dy i v v 0|y (2.17)

0 0 0
Ker Q izvira samo iz vrtenja vektorjev in ne tudi iz translatornega pomika, enacba (2.17)
pove s kolik$no hitrostjo se bazni vektorji izbranega koordinatnega sistema vrtijo glede na
bazne vektorje globalnega koordinatnega sistema — torej njihovo kotno hitrost. Komponente
matrike Q v (2.17) so izrazene glede na bazne vektorje globalnega koordinatnega sistema.

Obicajno zelimo matriko kotnih hitrosti izraziti glede na izbrano bazo. V enacbi (2.17)

upostevamo transformacijo (2.6):

d e)C ex
e —QQ|e, (2.18)
eZ eZ

Po opravljenem mnozenju matrik Q in Q" dobimo:

0 w 0
QQ'=|y 0 0|l=0=-0" (2.19)
0 0 0

Matrika ® povezuje odvode po ¢asu baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema s temi

vektorji:
ex ex
e'y =® ey (2 20)
e e
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To matriko imenujemo matrika kotnih hitrosti izbranega koordinatnega sistema. Zanjo

velja, da je antisimetri¢na.

Asimetri¢na matrika tretjega reda ima tri medsebojno neodvisne komponente, ki jih lahko
zdruzimo v osni vektor kotne hitrosti @ izbranega koordinatnega sistema. Ker se ukvarjamo z

ravninskim problemom, je od treh neodvisnih komponent vektorja le ena razli¢na od nic:

o =0
o, =0 (2.21)
0, =y
pri cemer
w=0e toe tao.e.. (2.22)

Odvode baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema po ¢asu lahko zapiSemo tudi kot:

e, =wxe, e =wxe, & =wXe, (2.23)

Postopek ponovimo Se za bazne vektorje telesnega koordinatnega sistema. Izraz (2.9)

odvajamo po Casu:

e e e e
dg—de—RxR'X 2.24
E €y _E e [|=R1e |TRle 2:24)
e, e e, e,

in upoStevamo izraz (2.20)

p e; e, e
= e, =(R+R0)) e, |=Qle, (2.25)
e e. e.

Tako smo dobili matriko €2, ki jo imenujemo matrika kotnih hitrosti telesnega koordinatnega

sistema glede na bazne vektorje izbranega koordinatnega sistema. Tudi sedaj zelimo zapisati
matriko kotnih hitrosti telesnega koordinatnega sistema, ki bo zapisana glede na bazne

vektorje telesnega koordinatnega sistema. V enacbi (2.25) upostevamo izraz (2.11) in dobimo:

g% € € €
—|e |=QR e, =(RR"+RoR')(¢, [=Q]e¢, (2.26)
e e

¢ ¢ € €
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Tako smo dobili matriko kotnih hitrosti telesnega koordinatnega sistema € izrazeno s

telesnimi baznimi vektorji:

0 y+¢ 0
Q=l-y-¢ 0 0|=-Q7 (2.27)
0 0 0

Ker je matrika Q tudi antisimetri¢na matrika, jo lahko nadomestimo z osnim vektorjem kotne

hitrosti telesnega koordinatnega sistema

Q2=20e,+0e, + e, ’ (2.28)
kjer so:

Q=0

Q=0 (2.29)

Q=y+¢

Odvode baznih vektorjev telesnega koordinatnega sistema pa lahko zapisemo kot:

e.=0xe., e =Nxe, égz.Qxeg' (2.30)

Za nadaljnje delo vektor kotne hitrosti zapiSemo Se z baznimi vektorji izbranega
koordinatnega sistema:

QzQxex+dey+.QzeZ. (2.31)
Komponente €2, €2, €2 pa dolofimo glede na enacbo (2.11):

Q 0

v e
T
Q2 1=R"| Q2 (2.32)
2| |ae
in dobimo:
Q=0
Q=0 (2.33)
Q=y+o

Opazimo, da so komponente vektorja kotne hitrosti telesnega koordinatnega sistema enake,
glede na telesni in glede na izbrani koordinatni sistem. Vzrok temu je, da se izbrani bazni

vektor e, ujema s telesnim baznim vektorjem e



14
Jursinovi¢, B. 2011. Kotaljenje diska po deformabilnem nosilcu.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

2.1.4 Odvod vektorja v pomi¢nem koordinatnem sistemu

V gibalnih enacbah nastopata casovna odvoda vektorjev gibalne in vrtilne koli¢ine. Oba bomo
zapisali v izbranem koordinatnem sistemu. Za ra¢un odvodov poljubnih vektorjev v izbranem

koordinatnem sistemu uporabimo obrazec (Saje, 1999):

P=Pa+ @, X p pricemer p., = pg + P& + P:&; ' (2.34)

Odvod vektorja po Casu je torej enak vsoti relativnega odvoda vektorja, ki uposteva samo
spreminjanje komponent vektorja glede na pomi¢ni koordinatni sistem in sistemskega
odvoda, ki izvira iz vrtenja baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema. Za kotno

hitrost vzamemo w,, ki predstavlja kotno hitrost baze g, g,, g,.

2.1.5 Kirajevni vektorji glede na prostorski koordinatni sistem

Med gibanjem telesa moramo poznati lego vseh delcev. Ker vsak delec telesa v dolo¢enem
trenutku zavzame natanko eno tocko evklidskega prostora (v naSem primeru je gibanje
omejeno na ravnino), lahko lego delca opiSemo s krajevnimi vektorji. Krajevni vektor
poljubnega delca D glede na izhodisce globalnega koordinatnega sistema ozna¢imo z rp.
Zapisemo ga kot vektorsko vsoto krajevnega vektorja tezis€a rr in relativnega vektorja pp, ki

sega od teziS¢a delca O’ do izbranega delca D:

Slika 4: Krajevni vektorji.
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r=r Py (2.35)

Za opis gibanja je najbolj ugodno, da krajevne vektorje zapiSemo glede na izhodisce
globalnega koordinatnega sistema. Tako je lega telesa v vsakem trenutku izrazena glede na
nepomicen prostor:

=X, E+YE +Z,E; Z,=0 (2.36)

V nasem primeru vzamemo Z7= 0, saj imamo ravninski problem.

Vektor pp ima v telesnem koordinatnem sistemu stalne koordinate pp (&p, #p, {p = 0). Ob

znanih zasukih y, ¢ ga v globalnem koordinatnem sistemu zapiSemo kot:

Xp &
Y, |=S"| 5, (2.37)
Zy -

2.1.6 Vektorji hitrosti

Vektor hitrosti poljubnega delca diska dobimo z odvajanjem njegovega krajevnega vektorja
po Casu:

v, =F, =F.+p0, (2.38)
Vektor pp zapiSemo v telesni bazi, odvajamo in upostevamo, da so koordinate neodvisne od
Casa:

Py =Epe. +iipe, +Epe, e,

P, =6, 2xe . +n, 2xe, (2.39)

P =82xp,

Ker je globalni koordinatni sistem neodvisen od ¢asa, velja 7, =v,. Tako zapiSemo:

v, =V, +02xp, (2.40)

Ker smo se odlocili, da izrek o gibalni koli¢ini zapiSemo v izbranem koordinatnem sistemu,
moramo ustrezno zapisati tudi vektor hitrosti teziS¢a. Najprej zapiSemo krajevni vektor
tezisca:

r,=xe +ye +ze, z;=0 (2.41)
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Sedaj koordinate teziS¢a (x7, y7, zr) ob uposStevanju (2.4) izrazimo z globalnimi koordinatami
(X1, Y1, Z1):
X, =cosy X, +siny Y,
Yy =—siny X, +cosy Y, (2.42)
z,=2,=0
Odvajajmo krajevni vektor tezisca:

v, =F =Xe tye t@xr=ve +tve +v.e, (2.43)

Ko primerjamo komponente
V, =X —0.yr
Vv, =Vt a.x; (2.44)
v. =0
in upostevamo (2.42), dobimo:
v, =cosy X, +sinyY,
v, =—sin 1//XT +cos 1//YT (2.45)
v, =0
Komponente vektorja hitrosti teziS¢a glede na izbrani koordinatni sistem se s Casom
spreminjajo le zaradi spreminjanja koordinat teziS¢a. To je tudi razumljivo, saj ima izbrani

koordinatni sistem izhodis¢e v teziscu telesa, zato njegovo vrtenje ne vpliva na hitrost tezisca.

Izrazimo Se vektor hitrosti delca B, ki se v danem trenutku nahaja v dotikalis¢u med telesom
in nosilcem. Zaradi oblike diska, lahko relativni krajevni vektor tocke v dotikalis¢u v
izbranem koordinatnem sistemu zapiSemo kot:

py=—ae, (2.46)

b

kjer je a polmer diska. Potem je r, =r, + p, in hitrosti v dotikaliS¢u dolo¢imo po enacbi:
V=i +2xp,=v, +2xp, =ve +ve, +.Q><(—aey) (2.47)
Po vektorskem mnozenju lahko zapiSemo vrednosti komponent vektorja hitrosti v dotikalis¢u:

Ve, =V t+all
V=V (2.48)
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2.1.7 Sile

Pod te spadajo zunanje sile ter momenti teh sil na tezisS¢e telesa. Z zunanjimi silami zajamemo

vpliv okolice na gibanje diska. Vemo tudi, da notranje sile v izrekih ne nastopajo.

2.1.7.1 Zunanje sile
Najpomembnejsa sila, ki deluje na telo z dotikom, je reakcijska sila podlage v tocki B.
Ozna¢imo jo z vektorjem R, njena smer in velikost pa nista znani. Vemo pa, da ima
prijemaliSce v tocki B. V izbranem koordinatnem sistemu jo zapiSemo na slede¢ nacin:

R=R (e +R, e +R ;e ; R =0

(2.49)
R=R_,e +R, e

y

Znana krivulja kotaljenja

Slika 5: Zunanje sile, ki delujejo na disk.

Za silo zranega upora, silo vetra ter vzgonsko silo zraka predpostavimo, da so tako majhne,
da jih lahko zanemarimo! Drugih kontaktnih sil med telesom in okolico ni.

Druga sila, ki jo uposStevamo, pa je gravitacijska sila Zemlje. Ta deluje v tezis¢u kroglice,
njena velikost je enaka tezi, smer pa je nasprotna smeri baznega vektorja Ey.

G=-mgE, (2.50)
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Upostevamo enacbo (2.7) in izrazimo v izbranem koordinatnem sistemu:
G=Ge +Ge +Ge; G =0
G, =-mgsiny (2.51)
G, =—-mgcosy

Tako lahko zapiSemo rezultanto zunanjih sil:

ZF =R+G =(Rx7K —mgsinl//)ex +(Ry7K —mgcosy/)ey (2.52)

2.1.7.2 Momenti zunanjih sil
Ker gravitacijska sila deluje v teziSCu telesa je njen moment na teziSce enak 0. Tako ostane
samo moment, ki ga povzroc¢a reakcijska sila podlage.

DM =pxR+p,xG; p =-ae, p,=0

M’ :prR=(—aey)><(Rxex +Ryey) (2.53)

> M"=uaRe,

2.2 Gibalne enacbe

Dobimo jih s pomocjo izreka o gibalni in vrtilni koli¢ini. Izpeljemo jih za primer diska

(kroga) in zapiSemo v izbranem koordinatnem sistemu.
2.2.1 Izrek o gibalni koliCini
Gibalno koli¢ino togega telesa oznacujemo s K in izraCunamo po obrazcu:

K =mv, (2.54)
Za maso predpostavimo, da se med gibanjem ohranja (72 =0).
Izrek o gibalni koli¢ini pravi:

K=>F (2.55)
pri ¢emer je

K=mv, . (2.56)
Vektor hitrosti teZiS¢a je zapisan glede na izbrani koordinatni sistem. Sedaj zapiSemo odvod

vektorja hitrosti teziS¢a ob upoStevanju pravila (2.34):
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v, =ve tve +oxv,

2.57
v, =(\'/x—a)zvy)ex+(\'/y +a)zvx)ey @37
Sedaj zapiSemo izrek o gibalni koli¢ini Se v skalarni obliki:
m(\'/x —a)zvv) =R +G,
) (2.58)
m(\'/y + a)zvx) =R, +G,
Upostevamo Se izraza (2.25) in (2.54) ter tako po urejanju dobimo:
mv, —mv y =R —mgsiny
g (2.59)

my, +mvxt//:Ry—mgcosw.

2.2.2 Izrek o vrtilni koli¢ini

. v Y - T ¥ X
Vrtilno koli¢ino togega telesa glede na teziS¢e oznaCujemo z L. IzraCunamo ga na sledec
nacin:

I = jpxppm dv (2.60)
14

b

pri &emer je pn gostota materiala, p pa relativni krajevni vektorji delcev telesa. Ce

upostevamo zapis vektorja pv telesni bazi, velja:

p=§e§+77e,7. (2.61)
Ker se telesna baza ne spreminja s ¢asom, lahko zapisemo:

p=0xp ’ (2.62)
torej je vektor vrtilne koli¢ine enak

I = j px(2xp)p, dV (2.63)
4

Ker zelimo vrtilno koli¢ino zapisati v izbranem koordinatnem sistemu, najprej vektorja p in
£ zapiSemo glede na izbrano bazo p=xe +ye, in 2=Ce . Za integracijske
spremenljivke vzamemo koordinate x, y, z. Takrat je dV =dxdydz. UpoStevamo Se, da so

bazni vektorji in komponente kotne hitrosti konstantne:

LT — JZZQZeZ (2.64)
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Vew v

Koli¢ina J_ predstavlja teziS¢ni mehanski vztrajnostni moment diska glede na izbrani

koordinatni sistem. Dolocen je s formulo:
J, = J-J.J. ox (x2 +y° ) dxdydz (2.65)

Obmocje integracije doloca lega diska v koordinatnem sistemu x, y, z . To je v naSem primeru
krog s sredisS¢em v njegovem teziscu. Ker je disk rotacijsko simetri¢en in homogen lik, so osi
izbranega koordinatnega sistema ves Cas gibanja tudi glavne vztrajnostne osi diska in velja

(Saje,1999):

J.= =C (2.606)
Z vpeljavo oznake (2.66) lahko zapiSemo:

L'=CQe. (2.67)
Odvod vrtilne koli¢ine po ¢asu je enak vsoti momentov zunanjih sil na teZisce:

r=>m (2.68)

Ob upostevanju (2.34) lahko izrazimo:.
L['=CQe +oxIL

. . (2.69)
L' =CQe.

saj sta @ in L' vzporedna vektorja. Po izreku o vrtilni koli¢ini iz (2.69) in (2.53) sledi:
CQ =aR, (2.70)

2.3 Krivulja kotaljenja

Predpostavimo, da se delec B v tocki dotikalis¢a pri vsakem c¢asu ¢ nahaja na dani krivulji.

Ravninsko krivuljo, po kateri se disk giblje, bomo opisali v parametri¢ni obliki:
r(s)=X(s)E,+Y(s)E,. (2.71)
Vrednost spremenljivke s tako enoli¢no dolo¢a tocko dotikalisc¢a, hkrati pa je zaradi narave

problema tudi ta odvisna od Casa, kar Se poudarimo z zapisom s =s (t) .
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Y

Slika 6: Prikaz opisa Kkrivulje kotaljenja

Za poljubno vrednost parametra s lahko dolo¢imo naravni koordinatni sistem v pripadajoci
tocki. Enotski vektor e; usmerimo vzdolZz tangente na krivuljo:

r X'(s)E,+Y'(s)E,

T Jx sy ey
Za vektor binormale e, privzamemo, da se ujema z vektorjem Ey:
e,=E,. (2.73)

Vektor normale e, pa izberemo tako, da bazni vektorji {e,e,,e,} dolocajo desnosucni

koordinatni sistem:

e =—e xe =—exE,. (2.74)
Opozorimo, da smo s ¢rtico ( )' oznacevali odvod po parametru s. Odvisnost s od ¢asa ¢ vpliva
na naravni koordinatni sistem zgolj posredno in je pri dolo€itvi nismo potrebovali.

Formalno lahko zapiSemo:

e =e,E, +e,E, (2.75)

b
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kjer sta
X'(s)
x = , 5 , 5
JX'(s) +Y'(s)
(2.76)
'(s)
€y = — —
JX'(s) +Y'(s)
Zaradi desnosuc¢nosti in ortonormiranosti baze globalnega koordinatnega sistema velja:
e =——¢,E, +e,E,. (2.77)

Trojica baznih vektorjev {et,en,eb} naravnega koordinatnega sistema se povsem ujema z
izbranim koordinatnim sistemom kot smo ga definirali v poglavju 2.1.1.
Torej ob upostevanju opisanega dejstva velja:
e =e¢ >cosyE, +sinyE, =¢e, E, +e,E,
e, =e, —>—sinyE, +cosyE, =—¢,E, +e,E, (2.78)
e =e =E,
Tako smo kot y povezali s parametri¢no podano krivuljo, po kateri se disk giblje. S tem
smo kot i izrazili s parametrom s, ki doloc¢a dotikaliS¢no tocko. Seveda sta tako w kot

tudi s funkciji ¢asa. Matriko Q lahko torej zapiSemo tudi kot:

X'(s) Y'(s) |
0
X +r(s) JX(s) 47 (s)
cosyy siny 0 e, e,
) Y'(s) X'(S)

Q(y)=|-siny cosy 0|=|- - - - - O|=|-e, e, O
o o 1l | AxGyersy Jx(sy+r(s) 0 o0 1

0 0 1
) _ (2.79)

Iz zgornjega sledi eksplicitna zveza med y in s:
X'(s)

W = arccose,, =arccos (2.80)

JX'(s) +Y'(s)
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Pri izrazavi odvoda kota w po casu sedaj upoStevamo odvisnost od parametra s
y/(s):l//(s(t)) in dobimo:

d
di:W:%é:Wj:Mg:_t—Xs' (2.81)
dt ds dt ds l—e.?
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3 KOTALJENJE DISKA PO POLJUBNI ZNANI KRIVULJI

Disk se kotali po podlagi, ki jo predstavlja znana krivulja. Predpostavimo, da je med
kotaljenjem disk vedno v stiku s podlago in je z njo povezan izklju¢no preko ene same tocke,
v kateri deluje tudi reakcijska sila podlage. Trenje v dotikalis¢u med krivuljo in diskom
opiSemo s pomocjo Coulombovega zakona. Pri kotaljenju diska po podlagi se lahko zgodi, da
nastopi tak$no razmerje med komponentami reakcijske sile, da pride do zdrsa diska. V obsegu

tega diplomskega dela predpostavimo, da je podlaga dovolj hrapava, da do zdrsa ne pride.

Sile v dotikaliS¢u opiSemo v izbranem koordinatnem sistemu. Reakcijsko silo podlage
zapisano v izrazu (2.49) razstavimo na normalno silo podlage in na silo trenja, ki predstavlja

tangento na tir dotikali§¢a v tocki dotikalisca.

R=Re +Re, =(-T)+N (3.1)

Ker je za silo trenja znacilno, da nasprotuje smeri v kateri se telo giblje, je v naSem primeru
sila trenja nasprotno enaka komponenti reakcijske sile v smeri x (ta namre¢ kaze v smeri
gibanja diska). Njeno velikost ozna¢imo s 7. Normalna sila pa je enaka komponenti reakcijske
sile v smeri y, njeno velikost oznacimo z N:

T=-Re, T=|T|=|-R

32
N=Re, N=|N|= 2

Ry

Trenjske lastnosti materialov opiSemo preko koeficienta trenja . Predpostavimo, da je
koeficient trenja konstanten in neodvisen od vrste gibanja. Koeficient trenja je podan z
razmerjem med velikostjo sile trenja in normalno silo podlage. Dokler med kotaljenjem velja

razmerje

L
N

se disk kotali brez podrsavanja. Ko ta pogoj ni ve¢ izpolnjen, pride do zdrsa in takrat moramo

v enacbah gibanja upostevati vezno enacbo:

T'=uN

Med kotaljenjem diska po krivulji je normalna komponenta reakcijske sile R usmerjena v

smeri normale na krivuljo, torej v smeri baznega vektorja e,. R, je ves Cas kotaljenja diska
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pozitivna vrednost. Ce bi R, zamenjal predznak bi se je disk odlepil od podlage in o

kotaljenju ne moremo govoriti. Disk se med kotaljenjem tudi ne odlepi od podlage ali se

vanjo pogrezne. To dosezemo z zahtevo, da je hitrost delca v dotikaliS¢u v smeri osi y

izbranega koordinatnega sistema enaka nic¢ (vBy = 0) . Hitrost vec¢ja od ni¢ bi pomenila, da se

je disk odlepil od podlage, hitrost manjSa od ni¢ pa, da se je disk pogreznil v podlago.
3.1 Kotaljenje brez podrsavanja po poljubni znani krivulji

Pri kotaljenju brez podrsavanja upostevamo, da je hitrost dotikalis¢a enaka nic:

v, =0 (3.3)

Iz (3.3) in (2.48) sledijo kinemati¢ne vezi v komponentni obliki v izbranem koordinatnem
sistemu pri kotaljenju diska brez podrsavanja:
v.+a€) =0

v =0 (3.4)

Ker so komponente reakcije podlage edine neznanke v izreku o gibalni koli¢ini (2.59) in v
izreku o vrtilni koli¢ini (2.70), ki ne nastopajo v obliki odvodov po casu, jih zaradi
ucinkovitejSega reSevanja diferencialnih enacb izlo¢imo iz sistema enacb. Tako se izognemo
zahtevnim algebrajsko diferencialnim enacbam. 1z izreka o gibalni koli¢ini (2.59) izrazimo

komponente reakcije podlage:

R = m(f)x —vyl/))+mgety

' _ (3.9)
R, = m(vy —vxl//)+mg ey
Upostevamo $e (3.4) in tako dobimo:
R =mv_+mge
- " (3.6)

y

R, =mvy+mge,

Izraza (3.6) vstavimo v izrek o vrtilni koli¢ini (2.70), pri tem pa enacbo tako uredimo, da

¢lene, v katerih nastopajo odvodi neznank po Casu, piSemo na levi, ostale pa na desni strani:
—mav_+C 2 =mgae, 3.7

Opazimo, da izrek o vrtilni koli¢ini doloca eno samo skalarno enacbo v kateri nastopa samo

komponenta reakcije podlage v smeri x. V enacbah smo upostevali, da smo y izrazili z s.

Torej w ni veC osnovna neznanka problema. i pa lahko nadomestimo z enacbo (2.81).
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3.1.1

Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja po poljubni znani krivulji

Osnovne neznanke problema so tiste neznane koli¢ine, ki jih med izpeljavami nismo izrazili z

drugimi neznankami. To so:

votw v

koordinati teZi§¢a v globalnem koordinatnem sistemu: X, Y, .

komponenta hitrosti teZiS¢a diska v izbranem koordinatnem sistemu: v_,

b

parameter, ki doloca dotikali§¢no tocko s krivuljo: s .

zasuk telesnega koordinatnega sistema: ¢ .

komponenta telesnega vektorja kotne hitrosti, zapisanega glede na izbrani koordinatni

sistem: (2

Odvisne neznanke pa so:

komponenta vektorja kotne hitrosti izbranega koordinatnega sistema: @,

b

komponente reakcijske sile podlage: R, R,

Enacbe, ki jih imamo na voljo za izraCun osnovnih neznank so:

ena diferencialna enacba izreka o vrtilni kolicini (3.7);

ena algebrajska enacba (drugi je ze avtomati¢no zadosceno) - kinemati¢na vez (3.4), ki
je pogoj kotaljenja brez podrsavanja;

diferencialna enacba (2.33), ki povezuje telesni vektor kotnih hitrosti izbranega
koordinatnega sistema z odvodoma kota ¢ in ¢ ;

algebrajska enacba (2.71), ki povezuje koordinato dotikalis§¢a zapisno glede na

globalni koordinatni sistem s parametrom s

in diferencialna enacba (2.81), ki povezuje odvoda ¥ in s po Casu.

Enacbe bomo reSevali z numeri¢nimi metodami, ki jih ponuja programski paket Matlab.

Nekatere enacbe sistema so diferencialne, druge pa algebrajske. Torej imamo mesSani sistem

enacb, ki pa lahko pri numeri¢nem resevanju povzroca tezave. Temu se izognemo tako, da

algebrajske enacbe pretvorimo v diferencialne z odvajanjem po Casu, enacbo (2.81) pa

vstavimo v (2.33) in tako izlo¢imo neznanko y .
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Najprej po ¢asu odvajamo algebrajsko enacbo (3.4) in dobimo:

v +a2 =0 (3.8)
Koordinate tocke dotikaliS§¢a moramo izraziti s koordinatami teziSa in parametrom s, ki
predstavljajo osnovne neznanke problema. Ob upoStevanju enacb (2.46) in (2.35) lahko
zapiSemo:

X,E+Y,E, = X, E, +Y,E, —ae, = X, E, +Y,E, —ae, (3.9)

In od tu dobimo izraz za to¢ko dotikalis¢a:

Y!
X =X, +a (S) —XT+ae[Y (S)
JX'(s) +Y'(s
3.10
X,(S) (3.10)
YB(S)ZYT—CI - - :YT—ae,X(s)
\/X'(s) +Y'(s)
Z odvajanjem (3.10) po ¢asu in dobimo:
=X, +aée, s (3.11)
ds :
Ker vemo, da je X, = X (i), lahko zapi§emo:
. dX(s) ) .
X, = s=X's (3.12)
ds
in ob upostevanju izraza (3.11) velja
X, +(ae, - X")§=0. (3.13)
Naloga ima enoli¢no reSitev, kadar poznamo zacetne vrednosti:
t=t,: X,@t)=X;, Y. (t,)=Y,
vx(IO) = V)(c)
s(ty) =" (3.14)
o(t,) =9
“Qz(to) = [2z0

Pri zaetnih pogojih moramo upoStevati, da med seboj niso popolnoma neodvisni, temvec
morajo zadoscati veznim enacbam. Tako mora tudi pri zaCetnih pogojih veljati kinemati¢na
vez (3.4):

v3+aQS:O. (3.15)
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Za tocko dotikalisca diska s krivuljo na zacetku gibanja velja:
r(so):(Xg,Y;):(X(SO),Y(SO)) (3.16)
Od zacetne lege dotikalisca, pa je odvisna tudi zacetna lega tezisca:
X?=X(S°)—aety(so) G3.17)
Yy = Y(SO)+ae,X (SO) .

Sistem vodilnih enacb kotaljenja brez podrsavanja je zbran v Preglednici 1. Zacetni pogoji z

veznimi enacbami pa so prikazani v Preglednici 2.

Preglednica 1: Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja.

Podatki o krivulji:
r(s) =X(S)EX +Y(S)EY

e, (5)= Y;(S) 2
JX'(s) +Y'(s)

Osnovne neznanke: X,,Y,,v ,s,¢,£2
[Dl] : etXXT +e,YYT =V

[Dz]: —etYXT +etXYT =0

[D,]: v, +a22=0

[D4]: —mavX+C.QZ:mgae,Y

[D]: ——E—s+p=0

Vl_etX

(D] X, +(ae,y’ —X’)S:O

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje Preglednice 1

Odvisne neznanke: R, R, @,

[D01]3 R k= my_+mge,,

X

e
. — tX &
[DOZ]. R, =my | —————= |S+mgey

Preglednica 2: Zacetni pogoj pri kotaljenju brez podrsavanja.

t=t,: s(t,)=s"

o(ty) ="
‘Qz(to) = ‘on

Vezne enadbe:

(5. 7) = (X (). 7 ("))
Vi +aQl =0

X} =X, —ae,(s)

Y, =Y, +ae, (SO)

3.1.2 Zapis sistema diferencialnih ena¢b kotaljenja brez podrsavanja po poljubni

znani krivulji v matri¢ni obliki
Osnovni sistem diferencialnih enacb [Dl]_[D6] reSujemo numericno. Zaradi lazje priprave
programov v Matlab-u sistem zapiSemo $e v matri¢ni obliki. Enacbe [D,]-[D;] lahko
zapiSemo v obliki:

M,X,=F, ’ (3.18)
kjer je

X, stolpec neznank
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~

~

X, =" (3.19)

o)

FOIRS

F,, je stolpec desnih strani

F, = (3.20)

2

M, pa je masna matrika sistema. Matrika je kvadratna in nesimetricna. Zaradi boljSe

preglednosti jo zapiSemo shematsko (pika '.' oznacuje ni¢elno komponento, 'x' pa nenicelno),

nenicelne komponente pa navedemo posebe;.

X X
X X
. . X . . X
M= (3.21)
X X

Nenicelne komponente so:

M, (1,1)=e,
M, (1,2) =e,
M, (2,1) =-e,
M,(2,2)=e,
M, (3,3)=1
M, (3,6) =a
M, (4,3)=-ma

M, (4,6)=C
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’

e

M, (5,4)=-—&
D( ) l_eth
M, (5,5)=1

M, (6,1)=1

M, (6,4)=ae, - X'

3.1.3 Primer: Kotaljenje brez podrsavanja po kvadratni paraboli

Zgoraj zapisane enacbe opisujejo gibanje diska po poljubni poznani krivulji. Za ponazoritev v
nadaljevanju prikazujemo primer kotaljenja diska po kvadratni paraboli, katera je zapisana v
parametricni obliki. Najprej zapiSemo to¢ne enacbe, ki prikazujejo gibanje po kvadratni
paraboli nato pa prikazujemo Se rezultate numeri¢nega izracuna.

Kvadratno parabolo moramo podati v parametricni obliki. V tem primeru vzemimo kar:

r(s) :(s,sz) (3.22)
Iz Preglednice 1 doloc¢imo komponente baznih vektorjev izbranega koordinatnega sistema:
o = 1
R
V1+4s (3.23)
o 25
" V1+4s? '

Prav tako potrebujemo odvode teh komponent, ki so:

, 4s
by =~ T
1/(1+4s2)
| ) (3.24)
+4s

Tako lahko sedaj zapiSemo sistem enacb za kotaljenje diska po kvadratni paraboli.
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Preglednica 3: Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja po kvadratni paraboli.

Osnovne neznanke: X,,Y,,v_,s,0,£2

7oLV
1 . 2s :
D]: X, + Y, =v
2] NEVERREN T
D] ——= %+ ¥ -0

Ji+as? 1 Jlvas?
D.]: v.+aQ. =0
[ 3] x z

2s

V1+4s?

[D4]: —mav,+CQ. =mga

D] —2 5+p=Q

1+ 45
- 2
[D,]: X+ —=—-1]5=0
(1+45%)
Odvisne neznanke: R, R, @,
2s

[D,]: R

X K =m\>x+mgﬁ
N

2 1
D .l: R = - g -
[ 02] Lk mvxl+4szs+mg —
2

$
1+4s*

[Dm]: W, =

Preglednica 4: Zacetni pogoji pri kotaljenju brez podrsavanja po kvadratni paraboli.

t=t,: s(t,)=s"

o(ty) = ¢’
Qz (tO) = Qg

Vezne enacbe:

(x5 1) = (=)

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje Preglednice 4

W+aQ! =0
X=Xx'—g 25
1+4(s")
Y, =Y +a
1+4(s)

Tako smo zapisali sistem enacb z vsemi potrebnimi zacetnimi pogoji, katere lahko zapiSemo v

obliki M DX » = F,, ki je ugodna za raunanje s programom Matlab.

3.2  Numeri¢ne Studije: Kotaljenja diska brez podrsavanja po kvadratni paraboli

Izpeljane enacbe v poglavju 3.1 veljajo za poljubno zvezno odvedljivo krivuljo. Tukaj pa se

omejimo na predstavljen primer gibanja diska po kvadratni paraboli

r(s)= (s,32 ) .

Parabola ni omejena, zacetna vrednost parametra s pa znaSa s = -1.5 m. Najprej prikazemo
rezultate za disk mase m = 1 kg, polmera @ = 0.1 m za cas 5 sekund. Predpostavimo, da je disk

iz gume, katere gostota znada p = 1000 kg/m’. Prikaz nekaterih leg diska v odvisnosti od &asa

je predstavljen na Sliki 7.

V nadaljevanju prikazujemo Se vpliv mase in polmera diska na spreminjanje nekaterih koli¢in

s ¢asom.
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t=0s t=1.0s
®F 15
E &
> <
ik \
1 \
os| \ ,’/ " \\
\\ # 4 \
\ / N
“ / \\\ o//
15 a5 x;ﬂ“) as 1 15 -|I§ o'g '\-X;:’"j — o‘g |Ig
t=2.0s t=3.0s
2k
15 15
T -
~ =
1 / . \
3 / @
as / i
\ / o N
Y
N 7
o ; o \ //
X o .
5 55 ﬂ_xg-n) = o : = ~ L - ;}:J. = . 1
t=4.0s t=5.0s
15| 151
E E
> >
1 s
/ \
/ %
L b / LL1S .
N / N s
\‘\ v 4 \\ /
-\. .'/ A .'/
s 3 Sy P
.l: a8 = [] = D‘; : |I§ -!.‘.\ -ﬂli I!l UIS llﬁ
X [m] X [mj

Slika 7: Kotaljenje diska po kvadratni paraboli.
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Vzemimo §tiri diske. Prva dva imata maso 1 kg njun premer pa znasa 0.10 m in 0.2 m. Druga

dva pa imata enak premer, ki znaSa 0.15 m, njuni masi pa sta 2 kg in 3 kg.. Vsi ostali podatki

se ujemajo.

e masa in polmer diska: m =1,0 kg, a = 0.1 m.

Hitrost tezisca v X smeri glede na g.k.s.

Hitrost tezisca v Y smeri glede na g.k.s.
1o T 4 T T T

¢ fs] tfs]
Kotna hitrost okrog osi diska (QZ).

Normalna sila podlage.
100 : : . :

a0

<, [1s]

N [N]

-100 : : : :
0 1 2 3 4 5
t fs] tfs]
Sila trenja. Razmerje sil.
4 1
nat
z DG}
P st
0.2t
D 1 1
D 1 2 3
tfs] tfs]

Slika 8: Hitrosti in reakcijski sili diska z maso 1 kg in polmerom 0.1 m.
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e masa in polmer diska: m = 1,0 kg, a = 0.2 m.

Hitrost tezisca v X smeri glede na g k.s. Hitrost tezisca v Y smeri glede na g k.s.
10 g T T T 4 . .

v, fms]

t{si t{si
Kotna hitrost okrog osi diska (Qz). Normalna sila podiage.
40 - ; . - 150 - . . .
o 100
= g
o = af
- 1 2 3 s & % 1 2 3 4 3
tfsi tfsi
Sila trenja. Razmerje sil.
4 : . 1
08t
06t
S
0.4
D2t
D il 1 1
] 1 2 3
tfs] tfsj

Slika 9: Hitrosti in reakcijski sili diska z maso 1 kg in polmerom 0.2 m.
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e masa in polmer diska: m =2,0 kg, a = 0.15 m.

Hitrost tezisca v X smeri glede na g k.s.
10 : - : ;
5
I
E o
X
5
1 1 2 3 4 5
tfs]
Kotna hitrost okrog osi diska (Qz).
40 . . - .
20
i
S
QN
-20
0 i 2 3 4 £
tfs]
Sila trenja.
]
0 1 2 3 4 5
tfsj

Hitrost tezisca v Y smeri glede na g.k.s.
4 : 7 ;

5
tfs]
Normalna sila podlage.
200 : : - 5
150
£ 100}
=
50
0
tfsj
Razmerje sil.
1
08+
05
=
0.4
02+
% 1 2 3
tfsj

Slika 10: Hitrosti in reakcijski sili diska z maso 2 kg in polmerom 0.15 m.
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e masa in polmer diska: m = 3,0 kg, a = 0.15 m.
Hitrost tezisca v X smeri glede na g.k.s. Hitrost tezisca v Y smeri glede na g .k.s.

10 T T T T 4 . :
by e b
< <
£ ] :
5 g

-10

0 1 2 3 4 g

5
tis] tis
Kotna hitrost okrog osi diska Q). Normalna sila podiage.
40 . . ; : 300 - . . .
= 200t
£ £
Sh |
% 1 2 3 s 5
tfs] tfsj
Sila trenja. Razmerje sil.
10 - . : 1 ;
08}
06}
S
0.4
02t
% i ) 3 i 5 % 1 2 3
tfs] tfsj

Slika 11: Hitrosti in reakcijski sili diska z maso 3 kg in polmerom 0.15 m.

V vseh primerih je kvalitativno gledano gibanje enako, kar smo tudi pricakovali, kajti poleg
gravitacijske sile in sile podlage na telo ne deluje nobena zunanja sila. Ker pa je tudi podlaga
toga in neodvisna od diska (krivulja kotaljenja je enaka kvadratna parabola), se razlikujejo le
vrednosti posameznih koli¢in. Hitrosti teziS¢a se le malo razlikujeta, do ve¢jih razlik pa pride

pri kotnih hitrostih in reaktivnih silah podlage.
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4 LINIJSKI NOSILEC

Za mnoge konstrukcijske elemente v gradbeniStvu je znacilno, da je ena od njithovih
razseznosti dosti vecja od ostalih dveh. Za obravnavanje takih elementov vpeljemo racunski
model linijskega nosilca. To pomeni, da dejansko tridimenzionalno konstrukcijo
nadomestimo z enodimenzionalnim racunskim modelom in s tem poenostavimo osnovne

enacbe in seveda njihovo reSevanje.

V tem okviru, se omejimo na zacetno raven materialno linearen in geometrijsko nelinearen
linijski element. Enacbe nosilca povzamemo po geometrijsko to¢ni Reissnerjevi teoriji
(Reissner, 1972). Z izpeljavo teh enacb se v tej diplomski nalogi ne ukvarjamo, temvec le te
samo navajamo. Zaradi vecjega Stevila koli¢in, ki nastopajo v enacbah, najprej pojasnimo

pomen oznak (glej tudi Sliko 12):

. naravni parameter nedeformirane tezi§¢ne osi nosilca,
. dolzina nosilca v nedeformirani legi,

¢ ... zasuk precnega prereza (zasuk ni nujno pravokoten na os nosilca),
¢, ...zacetni zasuk osi nosilca,

r(x)=X(x)E,+Y(x)E, ... krajevni vektor teZii¢ne osi nosilca,
d(x)=u(x)E, +w(x)E, ... vektor pomika teZis¢ne osi,

N ... osnasila,

Q... preCna sila,

M ... upogibni moment,

=
™

..rezultanta osne in precne sile v smeri globalne osi X,

=

. ... rezultanta osne in precne sile v smeri globalne osi ¥,
u(x) ... komponenta pomika v smeri globalne koordinatne osi X,

w(x) ... komponenta pomika v smeri globalne koordinatne osi Y,

¢ ... osna deformacija,

y ... strizna deformacija,

K ... ukrivljenost elementa,
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$.,8,,8;,8,,85,S; ... robne obtezbe,

p ... gostota materiala,

A ... plos¢ina pre¢nega prereza,

I ... glavni vztrajnostni moment prereza okrog globalne osi Z,

7, ... zunanja porazdeljena obtezba v smeri globalne osi X,
77 ... zunanja porazdeljena obtezba v smeri globalne osi Y,

S, ... zunanja porazdeljena momentna obtezba okrog globalne osi Z.

N

=
o /T-“ Ex~ X
.

A

Slika 12: Prikaz deformiranja Reissnerjevega ravninskega nosilca.
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Sedaj zapiSemo Se enacbe, ki opisujejo nosilec v ravnini in izhajajo iz geometrijsko tocne
Reissnerjeve teorije.
Najprej zapiSemo kinemati¢ne enacbe:

1+u'=(1+&)cosg+ysing

w =—(1+¢)sing+ycos¢ 4.1)
¢ =xK
Sledijo ravnoteZne enacbe
R+ =0
R +7 =0 (4.2)

M'+(1+&)Q-yN -,

kjer sta
N =R, cos@d+R, sin
+cosg R, sing w3
O=-R,sing+R, cos¢
Na koncu pa zapiSemo Se konstitutivne enacbe, ki se glasijo:
N = EA¢e
0=GAy (4.4)
M =FElx

Enacbe veljajo tudi v dinamiki, kjer upoStevamo, da so porazdeljene obteZbe sestavljene

iz linijskih zunanjih obteZb in vztrajnostnih linijskih sil,

I =I5 — pAii
TP = T — p A (4.5)
A, =, - plg

Tu smo (") oznacili druge odvode kinemati¢nih koli¢in po ¢asu.

Enacbe (4.1), (4.2) in (4.4) so prezahtevne, da bi jih reSili analiti¢no, zato se opremo na
numericne metode. Tukaj izhajamo iz Galerkinove metode konénih elementov, kjer

diskretizacijo vpeljemo neposredno v princip virtualnega dela.
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Izhajamo torej iz principa virtualnega dela, kjer pri zunanji obtezbi upoStevamo
vztrajnostne sile:

! Né&s +Q8y + M i) = ! (7 - pAﬁ)dudHl(y;’ — pAiv) Swdx + ! (A2, - p1d)Spdx @)

+8,0u, +8,0u, + S;0u, +S,0u, + S;0us + S, 0u,

b

.....

pri tem smo z S,,i=1,2,...,6, oznacili robne tockovne sile in momente na obeh krajis¢ih

nosilca (pri x=0 in x=1L1).
4.1 Diskretizacija po Galerkinovi metodi kon¢nih elementov

Diskretizacijo po kraju izvedemo sami, diskretizacijo po Casu pa prepustimo numeri¢nim
metodam, ki so vgrajene v programski paket Matlab. Pri diskretizaciji po kraju neznane

kinemati¢ne koli¢ine nadomestimo z vrednostmi v diskretnih to¢kah x,,i=12,...,n, vmes pa

resitev aproksimiramo z interpolacijskimi polinomi:

=3 P(x)U,(:

=2 B(x) (1) (4.7)
i=1
d(x.t) =+ P (x)@ (1)
i=1 )
Tako smo z nastavki razcepili priblizno resitev na del, ki je odvisen od kraja x in del, ki je

odvisen od Casa ¢.

Ce enatbe (4.7) odvajamo po spremenljivki x, dobimo:
wu@:jmﬂwu) 4.8)

Variacije neznank pa so neodvisne od interpolacijskih polinomov in velja:
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Sw(x.t)=2 P (x)W,() (4.9)

Kinemati¢ne enacbe (4.1) variramo in v varirani obliki upoStevamo v principu virtualnega
dela. Zaradi preglednosti besedila in izpeljav v nadaljevanju argumente odvisnosti opustimo.
O =cos ¢ Su' +sing ow' + (—(cos ¢ +u')sin g+ (sing +w')cos ¢) Y
Oy =—sing Su' +cosd ow' — ((sin ¢ +w')sin g +(cos ¢ +u')cos ¢) Y (4.10)
ok =o¢

V (4.17) upostevamo sedaj izraze (4.15) in (4.16) ter se tako znebimo odvodov variacij:

¢ = cos¢(2P§UJ+sm¢(ZR5 J+ cos¢0+u)s1n¢+(sm¢0+w)cos¢)(ZP5¢]
W

i=l1 i=1

4 —sm(zﬁ[ZP&U}Lcosq{n Ps j ((sin¢0+w’)sin¢+(cos¢0+u’)cos¢)[i]35¢ij

i=1 1 i=1

Ok = Z P od
i=1

(4.11)

Enacbi (4.9) in (4.11) vstavimo v princip virtualnega dela:

(Ncos¢iPi’5Ui + Nsin ¢ZH:E’§WZ. + N (—(cos g, +u')sin ¢ +(sin ¢, + w')cos ¢)iPi 5¢§de
i=1

i=1 i=1

O© ey

+j( Qs1n¢ZP5U +Qcos¢ZB'5VK Q((51n¢0+w)s1n¢+(c0s¢0+u cos¢)ZP5¢j

i=1 i=1 i=1

+I(MZP§¢de—

i=1

n

L
j(ﬁf pAii) ZP&Ujdx+j(47f pAW)> B 5W, jdx+j(7l/7’ p1¢)
0 i=l1 i=1
+S,0U, +S,0W, + 8,0®, + S,0U , + S;,0W + S,0D,

Pod ]dx

i=

(4.12)
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Izraze (4.19) sedaj uredimo po variacijah oU,, oW,, 6@ in izpostavimo vsote:

Zn:( ((Ncos¢—Qsin¢)Pi'—((7§ —pAii)R.)dx jé‘U[

i=1

(ME'+(N(—(COS ¢, +u')sin @ +(sin g, +w') cos ¢)) (4.13)

_Q((sin ¢, +w')sin g+ (cos g, +u’)cos ¢) —(% —p[éf))B)dx)&é
=8,0U, +S,0W, +8,0® +S§,0U, + S, 0W, + S0P,
Sedaj upoStevamo zvezi
R, = Ncos¢—(sin
Rj:Nsin¢¢+ QQCOSZ’ (4.19)
ter dodatne oznake
S,,cei=1

Sy =148,,Cei=n

0, sicer
S,,Cei=1
S, =<8;,cei=n (4.15)
0, sicer
S;,cei=1
S; =15 Cei=n
0, sicer

Ker so vozlis¢ne variacije poljubne, iz izrazov (4.13) ob upostevanju (4.14) in (4.15) dobimo:

(RXE' ~(# —pAii)E)dx—SX =0

=
I

(RYR.' —(ﬂ—pAw)P,.)dx—SY =0 (4.16)

e
I

o
Il
SR s L Ry e 10
—_

ME! +((sindy + ) Ry = (cos dy +u') R, = (3, = pl ) P ) dx =S, =0
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Clene, ki so posledica dinami¢ne obtezbe, piSemo na levo stran, ostale pa na desno stran:

L L
I =0—>ijan)¢=—](&3' —f;jfg)dﬁsx
0

0

L L
le.:0—>'[pAv'{/de:—I(RyPi’— Ye)dx+sy 4.17)
0 0

fu =0—>fp1¢'gdx=—j(zm3’ +((sing, + W) R, —(cosg, +u') R, —%)e)dx+s¢

0

Pri izrazavi drugih odvodov kinemati¢nih koli¢in po ¢asu upostevamo nastavke (4.7)

i=38 ()0, (1)

5= (7,0 @)
=1
§=30. () 1)
=
in dobimo:
& L .. L
>|[parp dx]Uj :—.[(RXP,' —y{(Pl)dHSX
J=1\ o 0
n L L
J-pAP,P]dx]WJ:—.[(RYB'— YR.)dx+SY (4.19)
J=1\ 0 0
n L .. L
J-pIPin de(bj = —I(M " +((sing, +w') R, —(cosg, +u') R, —JIZ;)PZ.)dx+S¢j
J=1\ 0 0

Gornje enacbe predstavljajo diskreten sistem dinami¢nih enacb ravninskega nosilca. V
nadaljevanju upostevamo, da zunanjo obtezbo predstavlja lokalni vpliv diska. Lokalne vplive

lahko v zveznih sistemih zajamemo z uporabo teorije distribucij.

Tockovna sila predstavlja racunski model porazdeljene obtezbe, ki deluje na zelo majhnem
intervalu. Tako obtezbo, v obliki posplosene funkcije, doloc¢a tudi Diracova funkcija delta.
Uporaba posplosene funkcije omogoca, da tockovno obtezbo na linijskem nosilcu opiSemo
kot del porazdeljene obtezbe. Tako ni potrebno razdeliti nosilca na posamezna polja oziroma

konc¢ne elemente, temvec lahko obravnavamo nosilec kot celoto.
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Diracovo funkcijo delta oznacimo z o (x - c) in ponazorimo s predpisom:

0, x#c

§(x—c):{oo i (4.20)

2

vendar je bolj kot predpis, pomemben integral te funkcije.
Diracova funkcija delta, je posploSena funkcija, ki jo dolocajo lastnosti njenega integrala

?5(x—c)dx={l’ celat] (4.21)

0, sicer

a

Gornja enacba opisuje posploSen integral. Posplosen integral Diracove funkcije delta natanko
ustreza opisu lokalnega vpliva po analogiji z upoStevanjem polj. Iz definicije Diracove

funkcije delta in njenega integrala potem neposredno sledi:

j)-F(x)5(x—c)dx:F(c); ce [a,b] (4.22)

a

Ce ¢ ne lezi v integracijskem obmogju, je integral enak ni¢. Za podrobnosti glej (Stanek, Turk,
2005).

Omejimo se na primere, ko zunanjo obteZbo na nosilec predstavljata le tockovna sila v
diskretni tocki, doloCeni s parametrom c. Ostalih tockovnih vplivov ni, torej so robne sile nic¢
Sy=8,=8,=0. (4.23)
Porazdeljeno obtezbo pa lahko zapisemo kot:
Sy =PS(x—c), #=PFb(x-c), I,=0 (4.24)
kjer sta P, in P, komponenti zunanje to¢kovne sile v globalnih koordinatah.

Oblike obtezbe upostevamo v enacbah (4.19):

B,P(x)6(x—c)dx (4.25)

=
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Znana integracija Diracove funkcije (4.22) da kon¢no obliko enacb:

L
>|[parp deUj:— (R )+ PP (c)

J

>
z

(4.26)

j=L2,..,n

Tako smo dobili kon¢ne enacbe, ki opisujejo dinami¢no obnaSanje linijskega nosilca v ravnini
ob pogoju pod tockovno obtezbo v poljubni tocki c¢. Enacbe veljajo za celoten nosilec in ne
zahtevajo delitve mreze v tocki c. Zaradi lazjega dela in vecje preglednosti uvedemo nove

oznake:

M) = T pAPP, dx
;

M, =[pAPP, dx (4.27)
L

M} = [ pI PP, dx
0

Tako lahko izraze (4.26) zapiSemo v sledeci obliki:

ZM" z( ) dx+P,Pc)
3 j( B )+ BE(c)

./':1

Suid

J=1

j-(MCP, +((sing, +w') R, —(cos g, +u’)Ry)B)dx (4.28)

i=1,2,..,n
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4.1.1 Sistem enacb linijskega nosilca

Imamo nabor treh osnovnih neznank v vsaki diskretizacijski tocki x,,i=1,2,...,n:

e diskreten pomik (pomik odvisen od ¢asa pri konstantni koordinati) v smeri X: U, .

b

e diskreten pomik (pomik odvisen od ¢asa pri konstantni vrednosti) v smeri Y: W,

b

o diskreten zasuk (zasuk odvisen od Casa pri konstantni vrednosti) okrog osi Z: @,

3

skupno torej 3n diskretnih vrednosti, kjer je

x, =0 (levo krajisce),

x, = L (desno krajisce),

n>2, lahko je tudi velik npr. n=8. Take elemente imenujemo elementi visjega reda in so
tocnejsi.

Odvisne neznanke pa so:

e zvezni pomik v smeri X: u(x,t)

2

e zvezni pomik v smeri Y: w(x,¢)

b

e zvezni zasuk okrog osi Z: ¢(x,7)

2

e odvod pomika v smeri X: u' :
e odvod pomika v smeri Y: w'.
3

e odvod zasuka okrog osi Z: ¢’ :

e normalna deformacija: ¢,

e strizna deformacija: .

e ukrivljenost: « ;

e osnasila: NV,

e precna sila: Q;

e upogibni moment okrog osi Z: M .

e notranja sila v smeri X: R,

b

e notranjasila v smeri Y: R,
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Enacbe, ki jih imamo na voljo za izraCun osnovnih neznank:
e 3n diferencialnih enacbe drugega reda, ki povezujejo pospeSke in notranje staticne
koli¢ine (4.28) glede na diskretizacijske tocke problema x,,i=1,2,...,n
Za skupno 3n osnovnih neznank problema imam tako na voljo 3n enacb. Kot opazimo, so
enacbe sistema diferencialne enacbe drugega reda. Torej potrebujemo za 6n zacetnih
pogojev:
t=ty: U (t,)=U}, W(t,)=W' @)=’

. o o | (4.29)
Uj(to):Uja VVj(to):VVja Qj(to):@j.

Sistem enacb ravnega linijskega nosilca je tako podan v Preglednici 5. Zacetni pogoji pa so

prikazani v Preglednici 6.

Preglednica 5: Sistem enacb linijskega nosilca.

Osnovne neznanke: U,.w, o, j=L2,.,n

" L
[Nu]: DMy U, ==J(ReP )+ Pe(c)
=l

0

L

[N, ] S M7, = ~[(R/E )+ PR (c)
J=1 0
; L
V] S mid =—.[(MCP,.' +((sing, +w) Ry, —(cos, +u')Ry)R)dx i=1,2,...n
0

J=1

Odvisne neznanke: u, w, ¢, u’, w', @', ¢, 7,5, N,O,M,R,, R,

[NoyJ:u :ZII)J U,
=
=>rw,
=1
[N03]:¢:¢0+2Pj Qj
=

[Ny, ]’ ZP U,

se nadaljuje...
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... nadaljevanje Preglednice 5

[NOS]:W’:ZPJ’W./
j=1

[N06]:¢’:anpj’@j
[Ny, ]:€=(cosd,+u')cosg+(sing, +w')sing—1

[Nos]: 7 =—(cosd, +u')sin g +(sing, +w')cos ¢

[Noo]: k=
[Ny |: N =Ede

[Ny |:0=GAy

[Ny, |: M =Elx

[Ny ]: Ry = Ncosg—Qsing
[Ny ]: R, = Nsing+Qcos¢

Preglednica 6: Zacetni pogoji enacb linijskega nosilca.

t=ty: U(t,)=U" W,(t,)=W’, @)=
U.j(to):U;)a Vi/j(to):Vi/jOa éj(to)zéjo

4.1.2 Zapis sistema diferencialnih enacb linijskega nosilca v matri¢ni obliki

Osnovni sistem diferencialnih enacb [N1 ,-]_[N 3 l.] reSujemo numeri¢no. Zaradi lazje priprave

programov v Matlab-u sistem zapiSemo Se v matri¢ni obliki. Pred tem uvedemo dodatne

oznake:
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L
F, :—I(RXE')dx+PXP(c)
0
L
F, - _I(RYE')dHPYP(c) (4.30)
0
L
F, = —I(MCR' +((sin g, +w) R, —(cos g, +u')RY)E)dx
0
Tako dobi sistem enacb linijskega nosilca preprosti shematski zapis:
ZM;Uf:Ei
IER
ZMU}‘Vszin
=
LMD =F, (4.31)
S
i=12,..n
Kot opazimo je takSen zapis zelo primeren za zapis v matri¢ni obliki:
My My, - M, Ul _Fll_
My My, - M, ||U, _ Fy
_MZI M:2 te M:n a _Un a _Fin _
_Mlvi Mlvg MfZ"Wl— —FZI_
My My e My W F:n (4.32)
(M) My My W, LB,
M MY, M| & [Fa
M; M2¢2 an @, _ Fy
_Mfl MfZ an B _¢.n F;n

Tako smo sistem enacb [NU]—[N3[] zapisali s pomoc¢jo matrik, ki pa nudi Se kompaktne;jsi

zapis:

M,X, =F, | (4.33)
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Pri ¢emer je X, stolpec neznank
.. . . . . o .. T
XN:[U1 e U W W, B (pn] (4.34)
F, je stolpec desnih strani
T
Fy=[K, -~ F, F - F, & - @] (4.35)

2

M, paje masna matrika sistema, katere komponente so neodvisne od ¢asa

M: 0 0
M,= 0 M; 0
0 0 M
i=1,2,..,n (4.36)
j=L2,...,n

Zaradi reSevanja z rutinami, vgrajenimi v program. Matl/ab, navadne diferencialne enacbe
drugega reda prevedemo na sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda. To storimo s
pomocjo substitucij (Zupan, 2000).

Izraz (4.33) prevedemo na obliko sistema navadnih diferencialnih enacb prvega reda z uvedbo

dodatnih neznank:

h =Xy 4.37)
Y, =X,=Y, )

Iz (4.37) tako sledi:
Yuv =Y,y (4.38)
M,Y,, =F, .

Tako smo dobili obliko zapisa sistema diferencialnih enacb ravninskega nosilca pod to¢kovno

obtezbo v poljubni tocki, ki je primeren za reSevanje v programu Matlab.
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4.2  Numeri¢ne Studije: Dinamicen odziv linijskega nosilca pod hipno tockovno

obtezbo

Pogosto se zgodi, da so gradbene konstrukcije v svoji Zivljenjski dobi obremenjene z udarno
obtezbo. Najveckrat se to dogaja na cestnih konstrukcijah in pa na konstrukcijah, ki so
namenjene skladiS¢enju. Pri slednjih ni redkost, da nam zaradi nepredvidljive situacije breme

iz dolocene viSine pade na konstrukcijo.

V nasem primeru ta pojav zelo poenostavimo in problem opiSemo z obtezbo, ki se hipno
pojavi na konstrukciji (linijskem nosilcu). Analiziramo vpliv hipne obtezbe na dveh razli¢no
podprtih linijskih nosilcih. V prvem primeru predpostavimo, da nosilec hipno obremenimo z
obtezbo, ki celoten ¢as analize tudi ostane na nosilcu. V drugem primeru pa predpostavimo,
da hipoma na nosilec postavimo obtezbo, ki jo po dolo¢enem ¢asu, ki je manjsi od celotnega
Casa analize, odstranimo z nosilca.

Analizirali bomo vplive razliénih podpor in nekaterih drugih parametrov (dolZine,

prijemaliSca obtezbe, karakteristik precnega prereza) na dinamicen odziv nosilca.
4.2.1 Na eni strani togo na drugi vrtljivo podprti nosilec

Najprej obravnavamo linijski nosilec predstavljen na Sliki 13. Podatki uporabljeni v izraCunu
so navedeni v Preglednici 7. Rezultate prikazujemo v obliki grafov deformirane oblike nosilca

pri posameznih diskretnih ¢asih intervalih ter ovojnice pomikov in zasukov.

Potrebno je pa poudariti, da zaradi majhnosti pomikov v primerjavi z dolzino nosilca, pri
prikazu deformacijske oblike, pomike poveCamo s faktorjem povecave pomikov. S tem
zmanjSamo razmerje med velikostjo pomikov ter dolzino nosilca pri ¢emer pa deformirana
oblika nosilca ohranja prvotno obliko. Ta manever nam omogoca graficni prikaz pomikov

kljub pomikom, ki so za nekaj velikostnih redov manjsi od dolzine nosilca.
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%

Model linijskega nosilca Precni prerez
Y
’/.‘ —
-Py Y! _
|
\/ O X Zy +_ 44— o
C | -
- -
D

Slika 13: Model nosilca, ki je na eni strani togo, na drugi pa vrtljivo podprt in njegov precni prerez.

Preglednica 7: Podatki o nosilcu, Ki je na eni strani togo, na drugi pa vrtljivo podprt.

Nosilec Dolzina nosilca: =1
Prijemalisce obtezbe: ¢ = ¢
Material Jeklo:

Elasti¢ni modul: E = 21%#10" N/m’
Strizni modul: G = 8.1%10" N/m”
Specifi¢na gostota materiala: p = 7850 kg/m’

Precni prerez

SHS 200
Plo3¢ina pre¢nega prereza 4: A = 59.8 cm’
Plos¢ina striznega prereza Ay (Beg, 1999): Ay = A4/2

Vztrajnostni moment preénega prereza I: I = 3620 cm’

Obtezba

Py =-10kN

Kon¢ni ¢as ra¢una

T=3s
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e dolzina nosilca in prijemalis¢e obtezbe: / =8 m, ¢ = 0.75 /.

t=0s t=0375s t="75s
w \_/,/
t=1.125s t=15s t=1.875s

t=2.25s t=2.625s t=3s

g | | b——

Slika 14: Deformirana oblika nosilca za / = 8 m in ¢ = 0.75 / pri fiksnih ¢asih. Faktor povecave pomikov je

enak 100.
L 10° Ovojnica horizontalnih pomikov.
15 T T T T T T
min wrednost u
max vrednost U
101 q
i
g 5
._E_, ]
-]
1]
s | | . . . . |
o 1 2 3 4 =) B 7 8
1 {mj
Ovojnica vertikalnih pomikov.
2 T T T T T
min wrednost w
0 max vrednast w
sk 4
2
g af 1
£l ]
=
8k ]
0k 4
12 . . . . . . .
1] 1 2 3 4 5 b T g
I{mj
X 10° Ovajnica zasukov.
B T T T T T
min vrednost ¢
4t J | T max wrednost ¢
% 2 i
£
e 0
a2k |
) . \ \ \ . \ \
0 1 2 3 4 5 B e g
! {m]

Slika 15: Ovojnica pomikov in zasukov nosilcaza /=8 min ¢ =0.75 L
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e dolzina nosilca in prijemalisce obtezbe: /=7 m, s =0.75 L.

t=0s t=0375s t=775s

-

t=1.125s t=15s t=1.875s

t=2.25s t=2.625s t=3s

—

Slika 16: Deformirana oblika nosilca za /=7 m in ¢ = 0.75 [ pri fiksnih ¢asih. Faktor povecave pomikov je

enak 100.
w102 Ovojnica horizontalnih pomikov.
8 T T T T T
min vrednost u
max vrednost u
E . -
By 1
g
3 2F 1
0
& 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 5 I
Ifm]
QOvojnica vertikalnih pomikov.
2 T T T T
rmin vrednost w
max vrednost w
0
T 2| :
g
z A 1
BF 4
| . . . L . .
0 1 2 3] 4 4 3] 7
1{m]
T Ovojnica zasukov.
B T T T T
rnin wrednost ¢
rnay wrednost ¢
=y
g
R
4 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 5 7
mj

Slika 17: Ovojnica pomikov in zasukov nosilca za /=7 m in ¢ =0.75 .
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e dolzina nosilca in prijemalis¢e obtezbe: / =8 m, s = 0.5 L.

t=0s t=0375s t=75s
W \_/
t=1.125s t=15s t=1.875s
’\/ 0————._1_______-_—'___________.—4
t=2.25s t=2.625s t=3s

Slika 18: Deformirana oblika nosilca za / = 8 m in ¢ = 0.5 [ pri fiksnih ¢asih. Faktor povecave pomikov je

enak 100.
Ao Ovojnica horizontalnih pomikov.
15 T T T T T T T
min vrednost u
max vrednast u
10F b
~
£ g
._E_, o4
=3
1]
_5 1 1 Il 1 1 1 1
o 1 2 ) 4 5 B 7 g
i{m]
Owvojnica vertikalnih pomikov.
5 T T T T T T T
min wrednost w
max vrednost w
1]
—
B
E 5 J
=
Rlils 4
15 I | . L | L L
0 1 2 3 4 5 B 74 g
! fm]
ot Ovojnica zasukov.
B T T T T T
min vrednost ¢
4F il may vrednost ¢
2F -
o
g
-

Slika 19: Ovojnica pomikov in zasukov nosilca za /=8 min c=0.5 1.
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Iz analize je razvidno, da ima na velikost pomikov pri analiziranih primerih precej vecji vpliv
dolzina nosilca, kot pa prijemalisce sile. Vidimo, da se z zmanjSanjem dolzine nosilca za 1 m
velikost vertikalnih pomikov skoraj prepolovi in tudi zasuki nosilca v desni podpori so za
okoli 30 % manjsi. Spremenjeno prijemalisce sile pa na velikost pomikov ne vpliva dosti,

nam pa v vecji meri vpliva na deformacijsko obliko.
4.2.2 Previsni nosilec

V drugem primeru obravnavamo linijski nosilec prikazan na Sliki 20. Podatke, uporabljene v
izratunu, navajamo v Preglednici 8. Kot rezultat numericnega racunanja prikazujemo
deformacijsko obliko nosilca v posameznih ¢asovnih intervalih ter grafe pomikov in zasukov
linijjskega nosilca. Analiziramo pa kakSen je vpliv pre¢nega prereza nosilca na obliko
deformacijske oblike in velikost pomikov ter zasukov.

Tudi v tem primeru pri prikazu deformacijske oblike uporabimo faktor povecave, s katerim

zmanjSamo razmerje med pomiki ter dolzino nosilca.

Model linijskega nosilca Precni prerez
Y
»~ =
A -Py ‘f| ! —
i
! L |

Slika 20: Model previsnega nosilca in njegov precni prerez.
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Preglednica 8: Podatki o previsnem nosilcu.

Nosilec Dolzina nosilca: /=3 m
Prijemalisce obtezbe: c=/=3 m
Material Jeklo:

Elasti¢ni modul: £ = 21*10'° N/m?
Strizni modul: G = 8.1*10'° N/m?>

Specifi¢na gostota materiala: p = 7850 kg/m’

Precni prerez SHS

Plos¢ina pre¢nega prereza: A = A

Plos¢ina striznega prereza (Beg, 1999): Ay = 4/2

Vztrajnostni moment precnega prereza: [ =/

Obtezba Py=-3kNzat< 10s

Py=0kNzalOs<t<T

Kon¢ni ¢as racuna T=3s

e ploi&ina pre¢nega prereza in vztrajnostni moment prereza: 4=33.7 cm’, /=1330 cm®.

t=0s t=0.375s t=75s
t=1.125s t=15s t=1.875s
e S e Tt e e s
t=2.25s t=2.625s t=3s
e g
e o rr——r

Slika 21: Deformirana oblika previsnega nosilca z A= 33.7 ecm” in I =
povecave pomikov je enak 50.

1330 cm® pri fiksnih &asih

. Faktor




60

Jursinovi¢, B. 2011. Kotaljenje diska po deformabilnem nosilcu.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

Owvaojnica horizontalnih pomikov.
0.02 T T T
frin vrednost u
B max vrednost u
'-E'" -0.02 | Bl
£
n 004F e
0.06 B
008 L L L L L
o os 1 148 2 25 3
i {m}
Ovojnica vertikalnih pomikowv.
5 T T T
min vrednost w
3 max vrednost w
T 5 :
=
= 10 i
sk 1
20 L L L L L
o 0a 1 148 2 248 3
1 fm]
it Ovojnica zasukov.
2 T T T T
min vrednost ¢
— ma vrednost ¢
i3
£
e
10 L L . L |
ns 1 1.5 2 25 3
1 fm]

Slika 22: Ovojnica pomikov in zasukov previsnega nosilca z A= 33.7 cm® in I = 1330 cm*.

e ploi¢ina pre¢nega prereza in vztrajnostni moment prereza: 4 = 33.9 cm’, I = 1700

cm4.
t=0s t=0375s t=75s
t=1.125s t=15s t=1.875s

t=225s t=2.625s t=3s

Slika 23: Deformirana oblika previsnega nosilca z A= 33.9 em’ in 7 =1700 cm* pri fiksnih ¢asih. Faktor
povecave pomikov je enak 50.
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Ovojnica horizontalnih pomikov.
0.01 T T T
min vrednast u
0 max vrednost u
— 001 q
5 0.02
|_E_. ] F &
=
003F il
004 b -
005 . I I .
0 0s 1 15 2 258 3
Hm}
Ovojnica vertikalnih pomikov.
15 T T T
rmin vrednost w
101 4 max wrednost w
= 5 )
g
E 0 i
E
5t J
0k i
5 . 1 . .
0 0a 1 15 2 25 3
!{m
Ovojnica zasukov.
0.01 T T T
min vrednost ¢
max vrednost ¢
0005
5
g o0
e
-0.005
0o . . . .
] 0.4 1 1.5 2 2.5 3
! [m]

Slika 24: Ovojnica pomikov in zasukov previsnega nosilca z 4= 33.9 cm” in I = 1700 cm*.

e plo¢ina pre¢nega prereza in vztrajnostni moment prereza: A = 45 cm?, I = 1280 cm”.

t=0s t=0.375s t=75s
t=1.125s t=15s t=1.875s
S s
e a—
t=225s t=2.625s t=3s
I
-—_____k_‘________— '—'—-————_________‘_‘_‘“—ﬂ

Slika 25: Deformirana oblika previsnega nosilca z A= 45 cm” in 7 = 1280 cm* pri fiksnih &asih. Faktor
povecave pomikov je enak 50.
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Ovojnica horizontalnih pomikov.
0.0z T T T
min vrednast u
o max vrednost U
'—E"" 002
£
= 004
-0.06 -
00s L L L L L
0 058 1 148 2 248 4l
1{mj
Ovajnica vertikalnih pomikov.
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s BF il
g
E -0 1
=
RN 1
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0s 1 15 2 24 3
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2r = max vednost ¢
o
=
s AT
5t
B
] 05 1 15 2 2/5 3
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Slika 26: Ovojnica pomikov in zasukov previsnega nosilca z A= 45 cm* in I = 1280 cm*.

V zgornjih primerih smo Zeleli prikazati, kako ploS¢ina pre¢nega prereza in vztrajnostni
moment pre¢nega prereza vplivata na obnaSanje nosilca. Opazimo, da ima pri taki
obremenitvi na obnaSanje nosilca klju¢no vlogo upogibna togost nosilca. V drugem primeru,
ko izberemo prerez s podobno plos¢ino prereza in vecjim vztrajnostim momentom prereza, ki
je vegji za okoli 28 % ima ta manjSe pomike za priblizno 25 %, pa tudi iz deformacijske

oblike opazimo druga¢no obnasanje nosilca.
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5 KOTALJENJE DISKA PO LINIJSKEM NOSILCU

V tretjem poglavju smo obravnavali kotaljenje diska po poljubni znani krivulji, ki jo podamo
v parametricni obliki s parametrom s. V Cetrtem poglavju smo pripravili enacbe linijskega
nosilca za numeri¢no resevanje. Vse to smo storili z namenom, da lahko pridobljeno znanje
ucinkovito uporabimo za povezano reSevanje obeh problemov. Nam pa ravno moznost, ki jo
predstavimo v tem poglavju omogoca ustreznejSe modeliranje problemov, ki se pojavljajo v
naravi (simulacija vpliva potujocega vlaka na ZelezniSki most, simulacija vpliva bremena na
zerjav,...).

Glede na to, da je disk togo telo, ki se s konstrukcijo dotika s tako majhno sti¢no povrsino, da
lahko stik reduciramo na eno tocko, vpliv diska na nosilec nadomestimo s ¢asovno
spremenljivima obtezbama, lego diska na nosilcu pa dolo¢imo preko gibalnih enacb diska.
Predpostavimo, da je masa diska konstantna in da se ne odlepi od nosilca po katerem potuje.

Predpostavka je tudi, da je trenje med diskom in nosilcem zadostno, da disk ne podrsava.

Vv W

5.1 Kotaljenje brez podrsavanja po linijskem nosilcu

Y

- Xots cos@otu(s)

Ts (Xb‘(S), YE(S))

X o+s cos@o

Yots cos®otw(s)

Yot+s cos®o

Vew v

Slika 27: Deformiranje teziS¢ne osi linijskega nosilca.
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Poljubno znano krivuljo, po kateri se kotali disk, predstavlja teziS¢na os linijskega nosilca v

deformirani legi. ZapiSemo koordinati dotikalisca.

X, (s)=X, +scosd, +u(s)

5.1
Y, (s)=Y, +ssing, +w(s) G-h
Tako lahko zapiSemo teziS¢no os v parametri¢ni obliki:
r(9)=(X, ()5 (5) o)
r(s)=(X, +scosg, +u(s),Y, +ssing, +w(s)) '
Ko poznamo krajevni vektor, lahko dolo¢imo tudi tangento po izrazu (2.76)
et:r_!: COS2¢O+M _E, + s1n;§50+w _E, (5.3)
i \/(cos gy +u') +(sing, +w') \/(cos ¢y +u') +(sing, +w')
z upostevanjem (5.3) ter zveze (2.78) lahko zapiSemo
0 = cosd, +u E + sing, +w E,
\/(cos ¢ +u') +(sing, +w')’ \/(cos @ +u') +(sing, +w')’
¢ - sing, +w E + cosd, +u E, (5.4)
\/(cos @, +u') +(sing, +w')’ \/(cos ¢y +u') +(sing, +w')’
e,=E,
Tako smo poiskali komponente baznih vektorjev:
0 - cosd, +u _ cosy
\/(cos¢0+u’)2+(sin¢o +w’)2 5:5)
: , 5.5
¢, = sing, +w _siny

2 . 2
\/(cos ¢, +u') +(sing, +w')
Ne pozabimo da sta e, in e, ravno smerna kosinusa: cosy in siny . V osnovnih enacbah

diska nastopa koli¢ina ¥, ki smo jo izrazili s ', le to pa z e,, in njegovim odvodom. Za

nadaljnje delo je pregledneje, ¢e ' neposredno izrazimo s pomiki osi nosilca z nekaj
matemati¢nimi manipulacijami dobimo:
’ U : ! "
, (cosg, +u')w"—(sing, +w')u

= 5.6
v (cosg, +u')’ +(sing, +w')’ 56
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Gornje izraze lahko neposredno vstavimo v enatbe diska [D,]-[D;] in dobimo izraz za
prirediti Se enacbo [D6], ki dolo¢a povezavo med koordinato tezis¢a X, in parametrom poti

S.

Parameter s je sedaj neposredno povezan s parametrizacijo osi nosilca in se z njo povsem
ujema. Tako s postane parameter, ki doloca to€ko na osi nosilca "merjen" pa je na zacetno
nedeformirano lego osi nosilca.

Ob upostevanju (3.10) in (5.5) lahko zapiSemo:

XB(S):XT+aetY:XT+a sing, +w
\/(COS @ +u')2 +(sin ¢, + w’)2 .
5.7
YB(S):YT_G%X:YT—CZ CoS @, +u
\/(COS¢°+“’)2+(sin¢o+W')2
Desne strani (5.1) vstavimo v (5.8) in dobimo:
X, +a singy +w =X, +scosd, +u(s)
\/(COS¢°+“')2+(sin¢O+W')2 N
5.
YT—a COS¢O+M =Y()+Ssin¢0+w(s)

\/(cos¢§0 +u') +(sing, +w')’
Iz enacb diska smo izlo€ili Y, kot osnovno neznanko problema, zato v nadaljevanju

uporabimo le prvo enacbo. Ker pa ne Zelimo meSanega sistema enacb (algebrajske in

diferencialne) prvo enacbo v (5.8) odvajamo po casu:
a(cosd, +u')((cos g, +u')w"—(sing, +w')u")
+

\/((COS ¢y +u') +(sing, +w')’ )3

§=5(cosdy+u') (5.9)

) y . . . . : y d d ,
Pri tem smo upostevali posredno odvisnost pomikov osi nosilca od ¢asa zzd—( )s. Po
t S

urejanju ¢lenov dobimo:

a(cos ¢, +u’)((cos ¢, +u')w" —(sing, + w’)u”)

\/((COS dh+u') +(sing, + v1/)2)3

X, +

—(cosgy +u') [s=0 (5.10)
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Tako smo dobili e zadnjo enatbo [D;], ki dolota zvezo med koordinato tezis¢a in

parametrom dotikalisca s.

V skladu z metodo konénih elementov, pomike, njihove prve in druge odvode aproksimiramo

z uporabo interpolacijskih polinomov in diskretnih vrednosti pomikov:

w(s,t)=> P(s)W,(1) (5.11)

Iz (5.11) z odvajanjem interpolacijskega polinoma po s dobimo tudi prve in druge odvode

pomikov:

(5.12)

Izrazi (5.11) in (5.12) upoStevamo v osnovnih enacbah kotaljenja diska po nosilcu.
Medsebojni vpliv med diskom in nosilcem predstavljajo kontaktne sile. Ob predpostavki toge
podlage, smo jih imenovali reakcije podlage, vpliv diska na podlaga pa smo zanemarili. V
primeru kotaljenja po nosilcu sile podlage, torej nosilca, Se vedno upostevamo na enak nacin

in uporabimo enake oznake R, , in R, .. UpoStevati pa moramo, da vpliva disk na nosilec z
enako velikima, nasprotno usmerjenima silama.
Zunanjo obtezbo tako predstavljata sili

P, = —(inK cosp—R, . sin ¢)

P, = —(Rx_K sin¢+Rx_K cos¢)

2

(5.13)
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ki delujeta v tocki doloCeni z vrednostjo x = s:
S =P, 5(x—s)

7 b 5(xs) (5.14)

Pri enacbah [N, ]-[N,,] linijskega nosilca pa je sprememba le ta, da nam zunanjo obtezbo

tokrat predstavlja akcija diska na linijski nosilec.
5.1.1 Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja po linijskem nosilcu

Imamo nabor treh osnovnih neznank v vsaki diskretizacijski tocki x,, i=1,2,...,n:

e diskreten pomik (pomik odvisen od Casa pri konstantni koordinati) v smeri X: U, |

9

o diskreten pomik (pomik odvisen od Casa pri konstantni vrednosti) v smeri Y: W,

3

o diskreten zasuk (zasuk odvisen od Casa pri konstantni vrednosti) okrog osi Z: @,

b

skupno torej 3n diskretnih vrednosti, kjer je

x, =0 (levo krajisce),

x, =L (desno krajisce),

n>2, lahko je tudi velik npr. n=8. Take elemente imenujemo elementi vi§jega reda in so
tocnejsi.

Ter Se Sest osnovnih neznank diferencialnih enacb, ki opisujejo gibanje diska po ravninski
krivulji:

Vv W

e koordinati teziS¢a v globalnem koordinatnem sistemu: X, Y,

e komponenta hitrosti teziS¢a diska v izbranem koordinatnem sistemu: v_,

b

e parameter krivulje: s .
e zasuk telesnega koordinatnega sistema: ¢ ;
e komponenta telesnega vektorja kotne hitrosti, zapisanega glede na izbrani koordinatni
sistem: €2
Skupaj imamo torej 3n + 6 neznank, kjer je n Stevilo diskretizacijskih tock osi nosilca.
Odvisne neznanke pa so:

e zvezni pomik v smeri X: u(s,t) .

9
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e zvezni pomik v smeri Y: w(s,7)

5

e zvezni zasuk okrog osi Z: ¢(s,t)

b

e odvod pomika v smeri X: u' :
 odvod pomika v smeri Y: w'.

e odvod zasuka okrog osi Z: ¢'.

e normalna deformacija: ¢,

e strizna deformacija: V.

e ukrivljenost: « ;

e osnasila: NV,

e precna sila: Q;

e upogibni moment okrog osi Z: M .

e notranja sila v smeri X: R,

2

e notranjasila v smeri Y: R,

b

e komponenta vektorja kotne hitrosti izbranega koordinatnega sistema: o,

e komponenti kontaktnih sil med diskom in nosilcem: R_,, R, .
Enacbe, ki jih imamo na voljo za izra¢un osnovnih neznank:
e 1 naborov po tri diferencialne enacbe drugega reda [Nll.]—[N3[] ,i=12,..,n, ki
povezujejo pospeske in notranje stati¢ne koli¢ine linijskega nosilca;
e ter Sest prilagojenih diferencialnih enacb kotaljenja diska [D,]—[Ds], ob upostevanju
izrazov od (5.1) do (5.12).

Za skupno 3n+6 osnovnih neznank problema imam tako na voljo 3n+6 enaCb. Enacbe

[N,,]-[Ns;] so diferencialne enadbe drugega reda. Torej potrebujemo za 6n zacetnih

pogojev. Enacbe [D,]-[D,] pa so enacbe prvega reda, torej vse neznanke nastopajo v prvih

odvodih in zanje potrebujemo toliko zacetnih pogojev kot je neznank.
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Zacetne pogoje formalno oznac¢imo kot:
t=ty,: U(t)=U}, W(t)=W @)=
Uj(t()):UjOa VV](IO)=VVJO, Q(l‘o):@jo

Xr(to) :X;)> Yr(to) = YTO
VX(IO) = v)(c)

S(to) ="

o(t,) = 9"

-Qz(to) = -on

(5.15)

Vendar med seboj niso popolnoma neodvisni, temve¢ moramo upostevati vezne enacbe. Tako
mora tudi pri zacetnih pogojih veljat kinemati¢na vez (3.15), izraz (3.16) ter enacbi (3.17),

kateri imata pri legi diska na osi nosilca obliko:
sin ¢, +w,
’ 2 . ! 2
(cos¢§0 +u, ) + (sm @, + W, )
cosd, +u,

\/(cos ¢, +u, )2 + (sin ¢, +w, )2

Sistem enacb ravnega linijskega nosilca je tako podan v Preglednici 8. Zacetni pogoji pa so

X, :Xﬁ+aetoY(s0)=Xﬁ+a

(5.16)

Yy =Y, —ae), (so)zYTO—a

prikazani v Preglednici 9.

Preglednica 9: Sistem enacb kotaljenja brez podrsavanja po linijskem nosilcu.

Osnovne neznanke: u,w,a, XY, v,s,0, 02, j=12,..,n
i L
[ND,]: YoMy U, ==[(ReF v+ Pep(c)
J=1 0
i L
[ND,,]: > MW, =—j(RY13’)dx+13Ye(c)
j=1 0
n L
[NDy ) S M3, ==[(M.E +((sindy +w') Ry ~(cos +u) Ry ) P i=1,2,..,n

J=1 0

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje Preglednice 9

[ND3n+1]3 cosd, +u X+ sing, +w ¥, =v
N2 . N2 r\2 . 2
\/(cos¢0+u) +(sin g, +w') \/(cos¢0+u) +(sing, +w')
[ND,,.]: - sin g, +w X+ cos @, +u Y. =0

\/(cos é, Jru')2 +(sing, + w’)2 \/(cos¢0 +u')2 +(sing, +w')
[ND,,.;]: V. +a2=0

sin ¢, +w'
\/(cosgﬁo +u')2 +(sing, + w')2

(cosdy +u')w" —(sing, +w')u"
2

[ND3,H4]: —mav, +C 2 =mga

[ND3n+5]: S+¢:'(")’z

(cos g, +u')2 +(sing, +w')
a(cosd,+u')((cosd, +u')w' —(sing, +w')u")
\/((cos @, +u')2 +(sin g, +w’)2 )3

Odvisne neznanke: u, w, ¢, u’, w',¢", u", w", ¢",¢,7,x, N,O.,M,,R,,R,, R R W

x_ K>ty Ko 7z

[ND,,..]: X, +

—(cosgy+u') [s=0

[NDo,]: uzgij/‘
(N0, w=2EW,
(VD J: =+ 2
[NDy.]: ”’:ZPJ,UJ'
(VD] w=2 B,

[NDy]: ¢'=2.P'®,
=

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje Preglednice 9

[NDy, ] u"=3 P'U,
j=l

[NDoy]: =2 P'W,

RCMENE WA
[ND,,,]: &=(cos¢,+u')cosg+(sing,+w)sing-1
[ND,,]: 7 =—(cosg,+u')sing-+(sing, +w')cos ¢
[NDy,]: =4

[ND,;]: N=Ede

[ ]: 0=G4y

[ |: M=Elx

[ ]: R, =Ncosg—Qsing

[

ND,;]: R, =Nsing+Qcosg

[NDyys]: R, o =mv, +mg iy + v 2
\/(cosqﬁo +u') +(sing, +w')
[NDyw]: R, —mv, (cosd, +u ),w2 —(s.ln ¢, + w, )2u S+ mg cos:/ﬁo +u :
) (cosd, +u') +(sing, +w') \/(cos ¢y +u') +(sing, +w')
(ND,, ] .- (cosg, +u')w"—(sing, +w')u"
021" z

(cosgy +u')’ +(sing, +w')’
[NDOZI] : Pp= —(inK cos¢—Ry7K sin ¢)

[ND,,,]: P, = —(RX_K sing+ R, cos¢)
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Preglednica 10: Zacetni pogoji enacb kotaljenja brez podrsavanja po linijskem nosilcu.

r1=1: Uj(to):U?a VVj(tO)zl/Vj()’ Qj(to)=@j0
U,t,)=U], W (t)=W, &)=
d(t,) =9,

S(to) ="

p(t,) =¢°
Q. (t,) =

Vezne enacbe:

r(s")= (X (). ("))

0 0 _
v.+aQ’ =0
. !
0 10 sing, +w,
X;=Xp—a : -
. ’
\/(cosqﬁo +u0') +(sm¢750 + W, )
’
cos @, +u
Y, =Y, +a b+

2

\/(cos ¢, +u, )2 +(sin¢50 + wo')

5.1.2 Zapis sistema diferencialnih enacb Kkotaljenja brez podrsavanja po linijskem

nosilcu v matriéni obliki

Osnovni sistem diferencialnih enach [ND, |-[ND;,,;] reSujemo numeri¢no. Zaradi lazje
priprave programov v Matlab-u sistem zapiSemo Se v matri¢ni obliki. Kot smo pokazali v 4.
poglavju, lahko enacbe [ ND,,|-[ ND,,| zapiSemo v obliki:

M, X, =F, (5.17)
pri &emer je X, stolpec neznank

X =[O0, - O, W W, G Q]T (5.18)

n

in F, je stolpec desnih strani
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F,=[F, - F, F, ~ E, & - @]

M, paje masna matrika sistema, katere komponente so neodvisne od ¢asa

M, 0 0

M,= 0 M; 0

0o 0 M
i=1,2,..,n
j=L2,...,n

3

kjer uposStevamo posebnosti zaradi vpliva diska.

Izraze [ND,,,, |-[ND;,,, ] matri¢no zapisemo tako kot v 3. poglavju:
MDX »=Fp

Pri ¢emer je X, stolpec neznank

XT

Y
. \%
X,=| °
S

»

_Qz_

b

F, je stolpec desnih strani z upoStevanjem posebnosti zaradi kotaljenja po nosilcu

1%

pY

0
0
F, = mga sing, +w'
\/(cos b +u')2 +(sing, + w’)2
Q

z

0

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)



74

Jursinovi¢, B. 2011. Kotaljenje diska po deformabilnem nosilcu.
Dipl. nal. — UNL Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

"

M, pa je masna matrika sistema. Zaradi preglednosti jo zapiSemo shematsko (pika '.

oznacuje nicelno komponento, 'x' pa nenicelno),

. ]
X X
. . X . . X
Mpy=\ (5.24)
X X

Nenicelne komponente so:

cos@, +u'

\/(cos¢0 +u')2 +(sing, + w’)2

sing, +w'
\/(cosqﬁo +u') +(sing, +w')’
sin ¢, +w'

\/(cos b, +u’)2 +(sing, + w’)2

cosg, +u'

\/(cos b, +u’)2 +(sing, + w’)2

M, (1’1):

M, (1,2)=

M, (2’1) -

M, (5.4) = (cosd, +u')w"—(sing, +w')u

(cos ¢, +u’)2 +(sing, + w’)2

M, (55)=1
M, (6.1)=1
a(cosd, +u')((cosd, +u")w'—(sing, +w')u")

\/((COS gy +u') +(sing, +w)’ )3

M, (6,4)= —(cosg, +u')
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Sedaj pa izraz (5.17) s substitucijo prevedemo na sistema diferencialnih enacb prvega reda

1z (4.37) tako sledi:

Y,=X
wenr (5.25)
Y, =X,=Y,

Tako dobimo Ze znano obliko:
Y, =Y,
IN . 2N (5.26)
MY,y =F, .

Celoten sistem v matri¢ni obliki zapiSemo kot:
I 0 01 X,| [V,
0 M, 0 ||V, |=|F, (5.27)
0 0 M,|X,| |F,

Gre torej za povezan sistem, kjer so X, in X, osnovne neznanke nosilca diska, ¥,, pa je

nabor pomoznih koli¢in, ki predstavljajo prve odvode osnovnih neznank nosilca po Casu.
Povezanost je razvidna iz hkratne odvisnosti blokov masne matrike in ¢lenov desnih strani od

neznank nosilca in od neznank diska.
5.2  Numericne Studije: Kotaljenje diska po linijskem nosilcu

Pomemben del gradbenih objektov predstavljajo premostitveni objekti, ki so zgrajeni z
namenom, da omogocajo prehod vozil. Ti objekti imajo velikokrat eno dimenzijo bistveno

vecjo od ostalih dveh in jih lahko modeliramo kot linijske konstrukcije.

Tukaj se omejimo na analizo enega samega linijskega elementa, po katerem se kotali disk
brez podrsavanja, ki hkrati predstavlja spremenljivo dinami¢no obtezbo nosilca. Analiziramo
bomo medsebojni vpliv linijskega nosilca in kotaleCega se diska ter njuno obnasanje pri
razli¢nih vrednostih posameznih parametrov. Rezultate numeri¢nih Studij zaradi preglednosti

prikazujemo v grafi¢ni obliki.
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Na koncu kot zanimivost prikazujemo Se uporabnost numeri¢nega modela in izdelanega

programa na primerih, ki mogoce nimajo neposredne povezave z gradbenimi konstrukcijami,

so pa zaradi svoje narave zelo zanimivi.

5.2.1 Prostolezeci nosilec

Obravnavamo prostolezeci nosilec, po katerem se kotali disk konstantne mase. Analiziramo

vpliv kotne hitrosti diska na skupen dinamicen odziv. Rezultate prikazujemo preko

deformirane oblike linijskega nosilca pri fiksnih ¢asih, grafov ovojnic pomikov in zasukov po

casu ter grafov, ki prikazujejo kako se posamezne koli¢ine diska spreminjajo s casom. Pomike

smo za potrebe graficnih prikazov povecali za faktor povecave pomikov in s tem zmanjSali

razmerje med dolzino nosilca in velikostjo pomikov ter s tem omogocili grafi¢ni prikaz

deformacijske oblike. Potrebno je tudi omeniti, da ko disk zapusti nosilec, sledi prosto gibanje

linijskega nosilca.

| Y

Model linijskega nosilca

P

ZAN

1 |

Pre¢ni prerez

Slika 28: Model prostoleZecega nosilca in njegov precni prerez.

Preglednica 11: Podatki o prostoleZe¢em nosilcu.

Nosilec

Dolzina nosilca: [ =20 m

Material

Jeklo:
Elasti¢ni modul: £ = 21%10'° N/m>
Strizni modul: G = 8.1*¥10'° N/m?

Specifi¢na gostota materiala: p = 7850 kg/m’

se nadaljuje ...
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...nadaljevanje Preglednice 11

Precni prerez

HEB 360
Plos¢ina pre¢nega prereza A: A = 181 cm’
Plos¢ina striznega prereza Ay (Beg, 1999): Ay = 46.8 cm”

Vztrajnostni moment pre¢nega prereza I: I = 43190 cm?*

Disk

Masa diska: m = 1500 kg

Polmer diska: a = 0.4 m

Zadetna kotna hitrost diska: .QZ

Kon¢ni ¢as racuna

T=3s

zaletna kotna hitrost in vrsta materiala: 2, = - 44 5!

t=0s t=0.25s t=0.5s
t=0.75s t=1.0s t=1.25s
t=15s t=1.75s t=2.0s

Slika 29: Deformirana oblika prostoleZecega nosilca pri fiksnih ¢asih in kotni hitrosti diska .QZ =-445"

Faktor povecave pomikov je enak 100.
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Ovojnica horizontalnih pomikov.
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Slika 30: Ovojnica pomikov in zasukov prostoleZecega nosilca pri kotni hitrosti diska _QZ =-445",
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Hitrost teZis€a diska v smeri osi X. Hitrost teZiféa diska v smeri osi Y.
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Slika 31: Spreminjanje koli¢in diska s ¢asom pri kotni hitrosti diska .QZ =-445".

zagetna kotna hitrost in vrsta materiala: €2, =-50s™'

t=0s t=0.25s t=0.5s

t=0.75s t=1.0s t=1.25s

t=15s t=1.75s t=2.0s
O—L___ﬁ‘——_______-—- ._.——-—7_-—_—___\—-—ﬁ__

Slika 32: Deformirana oblika prostoleZedega nosilca pri fiksnih ¢asih in kotni hitrosti diska (2, =-50 st
Faktor povecave pomikov je enak 100.
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Ovojnica horizontalnih pomikov.
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Slika 33: Ovojnica pomikov in zasukov prostoleZecega nosilca pri kotni hitrosti diska _QZ =-50s".
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Hitrost tezi§€a diska v smeri osi X.
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Hitrost teziS¢a diska v smeri osi Y.

Slika 34: Spreminjanje koli¢in diska s asom pri kotni hitrosti diska (2, =-50s" !

Iz grafov je razvidno, da lahko malo povecana kotna hitrost povsem spremeni obnaSanje

nosilca, ki vpliva na obliko ovojnice pomikov in zasukov diska. OC€itna razlika se pojavi

predvsem po tem, ko disk Ze zapusti nosilec in nosilec prosto niha. V prvem primeru je

umiritev nosilca zelo hitra, medtem ko je v drugem primeru nihanje nosilca, ko disk preide

nosilec Se vedno intenzivno. Tudi iz koli¢in diska, lahko opazimo drugacno amplitudo

nihanja. Iz primerov lahko opazimo, da Ze manjSa sprememba kotne hitrosti lahko moc¢no

spremeni obnaSanje nosilca.

Kot zanimivost pa na koncu prikazujemo delovanje programa Se na konstrukcijah, katere ne

sodijo ravno med tipi¢ne gradbene konstrukcije in tako njihove rezultate analize primerjamo z

rezultati gradbenih konstrukcij.
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5.2.2 Nosilec iz gume

V tem primeru obravnavamo obojestransko togo vpeti linijski nosilec, kateri pa je narejen iz

gume. Njegovi podatki so podani v Preglednici 12.

Model linijskega nosilca Pre¢ni prerez

§ E X . l o

I |

Slika 35: Model linijskega nosilca iz gume in njegov precni prerez.

Preglednica 12: Podatki o linijskem nosilcu iz gume.

Nosilec Dolzina nosilca: /=5 m

Material Guma:

Elastiéni modul: E = 7%10° N/m?

Strizni modul: G = 0.6*10° N/m’

Specifi¢na gostota materiala: p = 1000 kg/m’

Precni prerez b=20cm
Ploi¢ina pre¢nega prereza A: A = 400 cm’
Ploi¢ina striznega prereza Ay: Ay = 333.3 cm®

Vztrajnostni moment preénega prereza I: [ = 13333.3 cm®

Disk Masa diska: m = 100 kg

Polmer diska: a = 0.2 m

Zacetna kotna hitrost diska: £2=-15+s"

Kon¢ni ¢as ra¢una T=5s
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&3

t=0s t=05s t=1.0s

O

» e | e @
t=15s t=2.0s t=25s

t=3.0s

Slika 36: Deformirana oblika nosilca iz gume pri fiksnih ¢asih. Faktor povecave pomikov je enak 1.

Ovojnica horizontalnih pomikov.

u fmmj

min vrednost o
max vrednost u

i
05 1 15 2 25 3 35 4 45 &
!m]

Ovojnica vertikalnih pomikov.

rmin vrednost w
max vrednost w

.
05 1 15 2 25 3 35 4 45 &
!m]

Ovojnica zasukov.

min vrednost d
— max vrednost ¢

05 1 5 2 25 i 356 4 45 3

Slika 37: Ovojnica pomikov in zasukov nosilca iz gume.
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Hitrost tedigfa diska v smeri osi X. Hitrost teZig€a diska v smeri osi Y.
3.3 0.4
325
32 0.2
=y —
_? 315 ‘E
E 3 E 0
=" 308 B
3 02
295
. : . 0.4 : . :
0 1 2 3 4 5 B 0 1 3 3 4 5 B
Hmj ! fim]
Normalna komponenta sile podlage. Razmetje sil.
14 00135
13 0.03
L2 0025
1.1
= 002
= b §' 0ms
= g '
T 0.07
07 0005
1 L L D L 1
0 1 7 3 4 ) 4] ] 1 2 3 4 o] B
I Imj ! fm]

Slika 38: Spreminjanje koli¢in diska pri kotaljenju po nosilcu iz gume.

Iz analize lahko opazimo, kako velik vpliv ima vrsta materiala na obnaSanje nosilca, po
katerem potuje togo telo. Kljub bistveno manjsi dolZini nosilca in bistveno manjsi obtezbi v
primerjavi z nosilcem iz predhodnega primera je vrednost pomikov zelo velika. Vertikalni
pomiki znaSajo skoraj do 10% dolzine nosilca in tudi deformacijska linija nosilca je povsem
drugacna od deformacijskih linij v prejSnjih primerih. Posledi¢no so tudi amplitude vecje in iz
grafov je razvidno, da se zaradi oblike deformiranja hitrost diska v smeri osi X med
kotaljenjem po nosilcu v dolo¢enem casu poveca celo za 10 %. Tudi normalna komponenta
podlage, ko se disk nahaja priblizno na % dolzine nosilca, znaSa 140% prvotne velikosti.
Opazimo tudi, da so minimalne in maksimalne vrednosti pomikov v primerjavi z jeklenim

nosilcem veliko vecje.
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5.2.3 Adrenalinska vrv

Drugi primer, ki ga prikazujemo kot zanimivost, je simulacija spusta po tako imenovani
"adrenalinski" vrvi, ki jo lahko sre¢amo v skoraj vseh adrenalinskih parkih. Predpostavili smo,
da linijski nosilec predstavlja spiralna jeklena vrv, po kateri se kotali disk in na katerega je
pritrjeno breme. Vrv je na obeh straneh togo vpeta, naklon vrvi je 20%, njena dolZina pa

znasa 15.3 m.

Model linijskega nosilca Precni prerez

=

X2 |

NN

Slika 39: Model adrenalinske vrvi in njen pre¢ni prerez.

Preglednica 13: Podatki o adrenalinski vrvi.

Nosilec Dolzina nosilca: /=153 m
X2=15m
Y2=-3m

Material Jeklo (spiralna vrv):

Elasti¢ni modul: £ =19.5%10"" N/m’
Strizni modul: G = 7.5%10"° N/m’
Specifi¢na gostota materiala: p = 7850 kg/m’

Precni prerez d=4cm
Plos¢ina pre¢nega prereza A: A = 12.6 cm’
Plos¢ina striznega prereza Ay: Ay =11.5 cm?

Vztrajnostni moment pre¢nega prereza I: [ = 12.6 cm”

se nadaljuje ...
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... nadaljevanje Preglednice 13

Disk

Masa diska: m = 80 kg

Polmer diska: a = 0.2 m

Zatetna kotna hitrost diska: £2=-10s"

Kon¢ni ¢as racunanja T=7s
r=0s r=0.875s t=1.75s
t=2.625s t=35s t=4375s
t=525s f=06.125s r=70s

Slika 40: Deformirana oblika adrenalinske vrvi pri fiksnih ¢asih. Faktor povecave pomikov je enak 15.
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Slika 41: Ovojnica pomikov in zasukov adrenalinske vrvi.
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Hitrost teziS¢a diska v smeri osi X. Hitrost tezi$¢a diska v smeri osi Y.
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Slika 42: Spreminjanje koli¢in diska s ¢asom pri kotaljenju po adrenalinski vrvi.

Opazimo, da je oblika grafov pomikov in zasukov podobna obliki nosilca iz gume, kar je tudi
razumljivo saj oba primera predstavljata relativno zelo podajen primer nosilca. Vertikalni
pomiki v tem primeru znaSajo skoraj 10 cm, vrv se pa raztegne za priblizno 2 cm. Hitrost
diska se v smeri osi X ve¢ kot podvoji, v smeri osi pa se poveca za faktor 3. Iz deformacijske
oblike v posameznih Casovnih intervalih lahko opazimo prosto nihanje vrvi. Dusenja v

modelu nosilca nismo upostevali.
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6 RESEVANJE ENACB S PROGRAMOM MATLAB

Namen diplomske naloge je bil tudi izdelava programa v programskem paketu Mat/ab,ki bo
omogocal reSevanje in primeren prikaz rezultatov kotaljenja diska po linijskem geometrijsko
nelinearnem nosilcu. Problem reSujemo numeri¢no z metodami druzine Runge-Kutta, ki so ze
vgrajene v program Matlab. Metode reSujejo sisteme diferencialnih enacb prvega reda, kar

smo Ze upostevali pri izpeljavi enacb.

Naloge smo se lotili po korakih tako, da smo najprej loceno izdelali program za analizo
kotaljenja diska brez podrsavanja po dani krivulji, ter program za analizo dinami¢nega odziva
linijskega nosilca na hipno obteZzbo. Kon¢ni program za analizo kotaljenja diska po linijskem
nosilcu pa dobim tako, da enacbe, ki opisujejo kotaljenje diska brez podrsavanja po dani
krivulji dodamo v program za dinamicno analizo linijskega nosilca na hipno obtezbo, pri
¢emer v enacbah upostevamo medsebojen vpliv diska na linijski nosilec in obratno. Ker je
kon¢ni program v vec¢ji meri le zdruzitev prvih dveh v nadaljevanju predstavljamo zgolj

strukturo kon¢nega programa.

Program sestavljajo posamezne pomembnejSe opisne datoteke:

e Datoteka, v kateri so zapisane diferencialne enacbe, njihovi osnovni pogoji (Casovno
obmocje, lastnosti, zacetni pogoji) ter ustavitveni pogoji kotaljenja brez podrsavanja
po linijskem nosilcu, se imenuje NDE . m.

e Datoteka, v kateri so zapisani zacetni podatki o linijskem nosilcu, disku in podatki o
numeri¢nem racunu se imenuje Podatki .m.

e Datoteke, v katerih so definirani Lagrange-ovi interpolacijski polinomi, njihovi prvi in
drugi odvodi, se imenujejo: Lagrange.m, LagrangeOdv.m, LagrangeOdv2._m.

e Datoteki, v katerih sta doloCeni Gauss-ova in Lobatto-va metoda numeri¢ne
integracije, se imenujeta GaussInt.m, Lobattolnt.m.

e Datoteka s programom, ki riSe zelene grafe se imenuje Nabori_grafov.m.

e Programom, ki prikazuje animacijo kotaljenja diska po linijskem nosilcu se imenuje

Animacija.m.
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e Datoteka, v kateri so podani vsi potrebni zacetni pogoji in glavni program, ki izvede

celoten racun se imenuje Racun.m.

Tako smo navedli vse pomembnejsSe datoteke, ki sestavljajo kodo programa. Program

sestavljajo Se druge rutine, ki pa za razumevanje programa niso pomembne.

6.1

Shematski prikaz opisne datoteke za reSevanje sistema navadnih diferencialnih

enacbh

function [t,x]= NDE(st_tock, fiks, indeks ps,dolzina,wg, ...\n

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

xp_el,polinom,polinom_odv,FiO,T,...\n
zacetni ,Em,Gm,ro,Ap,Asp,Jp,metoda, . ..\n

natancnost,data)

st_tock je stevilo tock znotraj vsakega elementa

Tiks so indeksi podprtih prostostnih stopenj

indeks_ps so indeksi prostih prostostnih stopen;j

dolzina je dolzina nosilca

Wwg so utezi numericne integracije

Xp_el so interpolacijske tocke elementa

polinom so vrednosti Lagrange-ovih polinomov v integracijskih tockah
pol1nom_odv so vrednosti odvodov Lagrange-ovih polinomov v integracijskih tockah
F10 je zacetni zasuki elementa (naklon nosilca)

T je Cas pri katerem ustavimo reSevanje

Em, Gm sta elasti¢ni in strizni modul

ro je specifi¢na gostota materiala

Ap, As sta precni in strizni prerez linijskega nosilca

Jp je vztrajnostni moment pre¢nega prereza

natancnost je toleranca lokalne napake solverja

metoda je metoda iz druzine Runge-Kutta za reSevanje NDE

data so podatki o disku (masa, polmer, g)
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% Nastavitev osnovnih parametrov naloge in lastnosti metode:

interval = [0 T];

zacetne_vrednosti = zacetni;

lastnosti = odeset("OutputFcn®,@cakanje, "RelTol",...\n
natancnost, "AbsTol " ,natancnost, *"Mass”®, .. .\n
@masa, "MStateDependence®, "strong”, .. .\n

"MassSingular®, "Maybe*®, "Events”,@dogodki) ;

% Klic izbrane metode na problemu:

[t,x]=Feval (mnetoda,@desne_strani,interval,..._\n
zacetne_vrednosti, lastnosti,...\n
st_tock, fiks, indeks_ps,dolzina,wg, . .-\n
xp_el,polinom,polinom_odv, .. .\n

F10,T,zacetni ,Em,Gm,ro,Ap,Asp,Jp,data);

% Upostevanje masne matrike:

function M=masa(t,x,st _tock, fiks, indeks ps,dolzina,...\n
wg,xp_el,polinom,polinom odv,FiO,...\n
T,zacetni ,Em,Gm,ro,Ap,Asp,Jp,data)

% Desne strani sistema navadnih diferencialnih enacb:

function dxdt = desne_strani(t,x,st_tock, fiks, indeks ps,...\n
dolzina,wg,xp_el,polinom,...\n
polinom _odv,FiO,T,zacetni,...\n

Em,Gm,ro,Ap,Asp,Jp,data)
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% Kontrola stanj, ko ustavimo integracijo:

function [vrednost,ustavitev,smer] = dogodki(t,x,st _tock,...\n
fiks,indeks ps,...\n
dolzina,wg,xp_el,...\n
polinom,polinom_odv, ...\n
Fi0,T,zacetni ,Em,Gm, .. .\n

ro,Ap,Asp,Jp,data)

vrednost = [»vektor vrednosti«] ;
ustavitev = [»vektor logi¢nih vrednosti«] ;

smer = [»skatere strani se "vektor vrednosti" priblizuje nicli«] ;
6.1.1 Zaznavanje posebnih dogodkov

Med resevanjem navadnih diferencialnih enacb, ki opisujejo kotaljenje diska brez podrsavanja
po linijskem nosilcu zaznavamo dogodke, ko bi lahko pri§lo do sprememb v naravi enacb. To
izvajamo s pomocjo vgrajene funkcije events. V lastnostih numeri¢ne metode (funkcija
odeset) parameter events vkljuc¢imo tako, da poklicemo funkcijo s pomo¢jo ukaza @, v
kateri so zapisani dogodki, katere bi radi zaznali (@dogodki). Tako numeri¢ni metodi
omogoc¢imo, da lahko poisc¢e cas dogodka in njegove vrednosti. Funkcija dogodki vrne tri
vektorje enakih velikosti:

e vrednost je vektor pogojev, ki jih kontroliramo

e ustavitev je vektor logi¢nih vrednosti 1 ali 0. Vrednost 1 pomeni, da Zelimo racun
ustaviti ob zaznanem dogodku, vrednost 0 pa, da Zelimo dogodek samo zaznati, racuna
pa ne ustavimo.

e smer je vektor logi¢nih vrednosti -1, 0, 1, s katerim podrobneje opredelimo kak
dogodek zelimo zaznati. Vrednost -1 pomeni, da istolezna komponenta v vektorju
vrednost spremeni predznak iz pozitivnega v negativnega. Vrednost 1 pomeni, da
istoleZzna komponenta v vektorju Vrednost spremeni predznak iz negativnega v
pozitivnega. Vrednost 0 pa pomeni, da je vseeno v kateri smeri istolezna komponenta

v vektorju Vrednost spremeni predznak.



93

Jursinovi¢, B. 2011. Kotaljenje diska po deformabilnem nosilcu.
Dipl. nal. — UNIL. Ljubljana, UL, FGG, Odd. za gradbenistvo, Konstrukcijska smer.

Pri kotaljenju diska brez podrsavanja po linijskem nosilcu zaznavamo dogodek, ko bi lahko
nastopila odlepitev diska od podlage. Odlepitev diska od podlage pa nastopi, ko normalna

komponenta podlage (N = R, ) postane negativna. Tako ima vektor virednost samo eno
komponento, ki je enaka R, ., komponenta vektorja ustavitev je enaka 1, komponenta

vektorja smer pa -1.

vrednost = R ,

ustavitev = 1

smer = -1.
6.2 Shematski prikaz glavnega programa.

% Navedemo datoteko z vhodnimi podatki iz katere pokli¢emo vhodne podatke:
Podatki

% Nastavitev zaCetnih vrednosti kotaljenja diska po linijskem nosilcu:
zacetni=[pomiki_zasukiO;Dpomiki_zasukiO;zacetni_diskO brez];
e zacetni je vektor zaCetnih pogojev navadnih diferencialnih enacb kotaljenja diska

brez podrsavanja po linijskem nosilcu

% ReSevanje sistema navadnih diferencialnih enacb z metodo Runge-Kutta:
[t,x]=NDE(st_tock, fiks, indeks_ps,dolzina,wg,xp_el,.._.\n
polinom,polinom_odv,Fi0,T,zacetni,Em,Gm,ro,...-\n
Ap,Asp,Jp,metoda,natancnost,data);

e t je stolpec ¢asov, v katerih je metoda izratunala numericne resitve

e X je matrika numeri¢nih reSitev; vsak stolpec predstavlja reSitve pri nekem casu

(stolpec x(:,i) so resitve pri #(i)).
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% Postavljanje rezultatov na prava mesta:
x_nosilec = x(:,1:end-6) je matrika numeri¢nih resitev, ki pripadajo linijskemu
nosilcu

x_disk = x(:,end-5:end) je matrika numeri¢nih resitev, ki pripadajo disku

% Prikaz nabora grafov:

Nabori_grafov

% Prikaz animacije:

Animacija
6.3 Shematski prikaz opisne datoteke s podatki

Koordinate obeh vozlis§¢ elementa, kjer je v vsaki vrstici najprej naveden indeks vozliséa,

potem pa sta navedeni koordinati posameznega vozlisca.

voz=[
1 x1 yl
2 X2 y2
1:

Podpore konstrukcije, kjer je v vsaki vrstici najprej naveden indeks vozli§¢a, potem pa so
navedeni indeksi prostostnih stopenj, ki jih podpora ne dopusca. 1 je pomik v smeri osi X, 2 je
pomik v smeri osi Y, 3 pa je zasuk okrog osi Z. Prostostne stopnje, ki jih podpora ne prepreci
pisemo z 0.

podpore=[

Podatki o prerezu:
% Ap je plos¢ina pre¢nega prereza
% ASp je plosc¢ina striznega prereza

% Jp je vztrajnostni moment pre¢nega prereza
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Lastnosti elasti¢nega materiala:
%Em je elasti¢ni modul
%Gm je strizni modul

%ro je specifi¢na gostota materiala

Podatki o numeri¢nem rac¢unanju:

% 1ntegracija je izbira metode numeri¢ne integracije po elementu
% st_int je stopnja integracije po elementu

% st_pol je stopnja interpolacije

% T je dolzina casovnega intervala

% natancnost je toleranca napake metode

% metoda je ena od vgrajenih metod za reSevanje sistema diferencialnih enacb.

Za reSevanje sistema enacb kotaljenja diska brez podrsavanja po linijskem nosilcu je najbolj
ucinkovita vgrajena metoda ode23tb.Ta je sposobna reSevati toge sisteme z uporabo

trapeznega pravila.

Podatki o disku:
% c so zacetnih pogoji
% ¢ (1) = s, jezacetna koordinata parametra poti i
% c (2) = ¢ je zaCetni zasuk okrog izbranega koordinatnega sistema
% c (3) = 2’je zacetna kotna hitrost okrog izbranega koordinatnega sistema

% data je stolpec podatkov o disku
% data (1) =m je masa diska
% data (2) =aje polmer diska
% data (3) =g je teznostni pospesek
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7 ZAKLJUCEK

V diplomski nalogi smo predstavili povezan problem reSevanja kotaljenja togega, rotacijsko
simetricnega telesa po deformabilnem linijskem nosilcu v ravnini. Izpeljali smo enacbe
problema, ki opisujejo kotaljenje diska brez podrsavanja po znani krivulji. Sledila je izpeljava
vodilnih enacb linijskega nosilca na osnovi Reissnerjeve teorije nosilcev. Opisana sistema
enatb smo zdruzili v celoten povezan problem, ki opisuje kotaljenje togega telesa po
deformabilnem geometrijsko nelinearnem linijskem nosilcu. Problem smo resevali numeri¢no
v programskem paketu Matlab, in izdelali lastno programsko okolje za reSevanje omenjenih

problemov.

Pristopi in izdelani programi omogocajo dinami¢no analizo kotaljenja diska po
deformabilnem nosilcu in sofasen dinamic¢en odziv nosilca. V nalogi smo prikazali nekaj
demonstracijskih primerov, ki prikazujejo delovanje izdelanih programov, seveda pa se pri
tem moramo zavedati omejitev modela, ki smo jih predpostavili Ze v uvodu. Za zahtevnejSe
probleme bi potrebovali obsSirnejSe Studije, ki pa presegajo obseg te diplomske naloge. Cilje
naloge je bil prikazati pomen povezanega reSevanja, saj je le tak model ustrezen za mnoge

probleme v dinamiki konstrukcij.

Zaklju¢imo lahko, da je povezano reSevanje problemov zahteven problem tako s staliSca
modeliranja, kot tudi s staliS¢a numeri¢nega reSevanja. Z uporabo natanc¢nej$ih modelov
postane problem Se precej kompleksnejSi. Ob enem pa razvoj numeri¢nih metod in
racunalnikov omogoca ucinkovito reSevanje tudi Ze zelo kompleksnih problemov. Tako lahko

pri¢akujemo hitrejsi razvoj tudi pri povezanem resevanju problemov.
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PRILOGA A: Algoritem v programu Matlab in animacije primerov

Celoten algoritem programov izdelanih v programu Matlab in animacije primerov, prikazanih

v tej nalogi so zbrani na prilozeni zgo$c¢enki.



